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e Aufgabe 1. Betrachten Sie folgendes Anfangswertproblem fiir 7' € (0, 1):
2 (t) = 26> + 2tx(t), t€[0,T], =(0)=0.

a) (1 Punkt) Geben Sie eine zur Differentialgleichung dquivalente Integralgleichung an.

Beidseitige Integration der Gleichung =’ = f(x(t),t) nach t liefert

+/tf(x(s)) s)ds

Dabei ist £(0) = 0 und f(z(s),s) = 2s® + 2sz(s). Daher lautet die gesuchte fquivalente
Integralgleichung
t

x(t) = / (25 + 2s2(s))ds.

0

b) (2 Punkte) Berechnen Sie die ersten drei Schritte x1, 5 und z3 der Picard-Iteration,

t

ia(t) = / (25% + 2524(s))ds,  wo(t) = 0,

0

und stellen Sie eine Formel fiir z,,, n € N auf.

Mit xo(s) = 0 ergibt sich,

¢ ¢
t4
= / (25° + 2s20(5))ds = 2 / sds = 3
0 0

Im zweiten Iterationsschritt erhalten wir

/ tt 0
/ (25° + 2511 (5))ds = /(23 + 5%)ds = 5—{—6
0 0

Im dritten Iterationsschritt ergibt sich,

t

t t
x3(t) = /(23 + 2529(s :/ (25 + s° + 2 )d gttt

0 0

Somit lautet die allgemeine Formel,




¢) (1 Punkt) Geben Sie die exakte Losung der Differentialgleichung an.

Im Limit n — oo erhalten wir die exakte Losung

ntl ook ntl ook

(0= Jim 305 = dn 32— (P = -

d) (2 Punkte) Zeigen Sie mit Hilfe des Banach’schen Fixpuktsatzes, dass diese Integralgleichung eine
eindeutige Losung x € C|0, 7] besitzt.

Hinwezs:
e Schreiben Sie die Angabe als Fizpunktproblem Fx = x mit einem Operator
F(C0,TL - ) = (C0,T] || - [[c) an.
e Der Beweis, dass Fx € (C[0,T],] - |loo) fiir x € (C[0,T], | - |lo) darf entfallen.

e Beweisen Sie danach, dass F' eine Kontraktion ist.

e Definiere den Operator F fiir x € C[0,7] durch

t

(Fx)(t) = /(253 + 2sx(s))ds.

0

e [ ist eine Kontraktion auf (C[0,77],] - ||~), da gilt

t

|Fx1 — Faslloo = n%a% /(28 + 2521 (s /25 + 2sx49(s))ds
0
0 0

t

< max 2/sml(s)) — sx9(s))ds

t€[0,T]
0

T

| 21 — 2|00 - Q/Sds = T2|| 1 — To|oo,

0

IN

mit 72 < 1. Damit folgt aus dem Banach’schen Fixpunktsatz die Existenz eines eindeutigen
x € C[0,T] mit Fz = z, also existiert eine eindeutige Losung der Integralgleichung.




e Aufgabe 2
a) (4 Punkte) Entwickeln Sie die periodische Fortsetzung der Funktion

f(z) = 30m*2* — 152* — 77, zr € (—m,m)

in eine trigonometrische Fourierreihe.

[
1
1
1
1
I
=t
1
1
1
1
1

-----3

Abbildung 1: f(z) = 30m%z? — 152* — 77!

24 sin(kx) 423 cos(kx)

k + k2

Hinweis: [ 2* cos (kz) da = — 2 [ x*cos (kz) dx

f € L* (—m, ) kann als trigonometrische Fourierreihe

a o0
EO + ; ay, cos (kx) + by sin (kx)]

entwickelt werden, wobei b, = 0 Vk, da f gerade ist, und a; durch

s

—T

gegeben ist. Wiederholte (partielle) Integration liefert

e

/cos (kz)dz =0,

—T

7 2 o T 7T
2 _ a”sin (kz) _2/ _ 2wcos (k)|
/x cos (kx)dz = ’ TR xsin (kz) dx = z ;
_Ar(-1)"
=—
™ 4 - k - 4 s 4 k
[t eos s = RIS i s = T
8% (—1)" 487 (—1)*

™

- 15 [
—/f (x) cos (kx) dx = 307r/x2 cos (kz) dz — —5/$4 cos (k) dz — 77‘(‘3/(308 (kx)dx
T T

—T

2% cos (kx) dx




Dies ergibt fiir ay

0, = 307 (47?(—1)"‘) 15 <87r3 (" 487r(—1)k) _ 201"

L2
ap kann durch

1
- /(30#9;2 — 152" — 77t)dx = 0
T

berechnet werden.

b) (1 Punkt) Untersuchen Sie die Reihe auf

(i) Konvergenz im Quadratmittel,
(ii) punktweise Konvergenz,

(iii) gleichméBige Konvergenz.

(i) Da f € L*(—m,m), konvergiert die Reihe im Quadratmittel.
(ii) Die Fourierreihe konvergiert geméfl dem Dirichlet-Kriterium punktweise gegen f.

(iii) f ist stetig differenzierbar, daher konvergiert die Fourierreihe auch gleichméfig gegen f.

¢) (1 Punkt) Nach (a) ergibt sich agp = 0 und

720 (1)
= T’

Berechnen Sie mithilfe dieses Ergebnisses einen Wert der Reihe

=1
2 s
k=1

ag k Z 1.

Hinwezs: 2849
T
1712 ==
Aus der Parseval’schen Gleichung
QG N~ 1 2
E"‘Z(ak—’_bk) :%HfH
k=1

folgt
=, 7202  1384xn° =1 T
k8 T 7 Zk:8 9450

k=1 k=1




e Aufgabe 3. Losen Sie das Anfangs-Randwertproblem

2
g—qz = %, re (—m/2,7/2), t>0,

u(—m/2,t) =u(r/2,t) =0, wu(x,0)=cos(x).

a) (1.5 Punkt) Wahlen Sie fiir u(z,t) den Ansatz

u(w,t) = p(x)i(t)

und zeigen Sie, dass dieser auf ein Eigenwertproblem fiir ¢(x),

p"(x) = Mp(x), @(=7/2) = p(7/2) =0,

und eine Differentialgleichung fiir ¥(t), '
U(t) = Mp(t)
fiithrt.

Setze den Ansatz in die DGL ein und forme um:

! 1
) = SO |
o _ )
o0 " elo)

Die linke Seite héngt nur von ¢ ab, die rechte Seite nur von x. Daher kann diese Gleichung nur
dann fir alle (z,t) erfiillt sein, falls linke und rechte Seite konstant sind. Damit folgt

¢'(z) = Mp(a), U(x) = Mp(x).

Weiters gilt u(—m/2,t) = p(—7/2)(t) =0 = p(—7/2) =0 und
u(m/2,t) = e(r/2)P(t) = 0 = ¢(r/2) = 0.

b) (1.5 Punkte) Die Losungen des Eigenwertproblems fiir ¢(z) haben die Form
on(z) = Ay sin(unr) + B, cos(paz), n €Ny, —p2 =\,
Zeigen Sie, dass die Randbedingungen
p(—m/2) = p(m/2) =0,

A, =0 fiir alle n € N und p,, = 2n + 1 zur Folge haben.
Bemerkung: Es gibt auch andere Losungen, diese sind jedoch fiir dieses Beispiel nicht relevant.

on(—m/2) = Ay sin(—p,m/2) + By, cos(—p,m/2) =0
on(m/2) = Ay sin(u,m/2) + By, cos(p,m/2) =0




Gleichsetzen der beiden Ausdriicke liefert

A, sin(—p,m/2) + By, cos(—pnm/2) = Ay sin(pn,m/2) + By, cos(punm/2)
< By cos(p,m/2) = 2A, sin(p,m/2) + By, cos(p,m/2)
& 0=2A,sin(u,7/2) = A,=0

Somit muss gelten:

on(m/2) = B, cos(pnm/2) =0
on(—7/2) = By, cos(—p,m/2) =0
=  ppr/2=1mn+7/2 & o, =2n+1.

¢) (1.5 Punkte) Setzen Sie fiir den folgenden Losungsweg B,, = 1. Da
wn(t> - C’rle)\nta _/Li = /\n
gilt, folgt fir u(z,t)
u(z,t) = Z Pn(T)Un(t) = Z ¢ cos((2n + 1)x)e—(2n+1)2t'

Beniitzen Sie die Anfangsbedingungen um ¢, und damit u(x,t) aus einem Koeffizientenvergleich zu
bestimmen.
Skizzieren Sie u(x,0), u(x,t = 1) auf dem Intervall [—7/2, 7/2] und geben Sie lim;_,, u(x,t) an.

u(z,0) = cos(x) = ¢o cos(x) + ¢1 cos(3z) + c2 cos(bx) + ...

=c¢=1 ¢,=0 Yn>0

= u(z,t) = cos(z)e ", flim u(z,t) =0
[ —» 00

e — u(x,0) = cos(x) .
o -—- u(x,1) = cos(x)exp(-1) h

-T2 0 2




d) (1.5 Punkt) Wéhlen Sie einen anderen Losungsweg:

Bestimmen Sie zurest B,, aus der Normierungsbedingung

w/2
{(On, Pn) = / B2 cos®(ppr)dr = 1.
—7/2

Benutzen Sie anschlieffend die Anfangsbedingung um ¢,, und damit u(z,t) zu bestimmen.

Andert sich etwas an der Losung?

L 2 i
Hinweis: f:/r/Q cos?(ax)dy = STt

/2 (r(2n+1)) + 1(2n+1) 7T

cos((2n + 1)z )e” G+

I
WE

2
u(z,t) Cn\f —
n=0
oo B !
u(z,0) = Z cn/ — cos((2n + 1)x) = cos(z)
n=0 7T
= cy = c,=0 VYn>0

TR

u(z,t) = cos(z)e”

Nein, an der Losung dndert sich nichts.

!

ns on) = B2 (20 + 1)a)de = B2 =BZ L]
<g0 7g0 > n/;ﬂ/2COS (( n+ ):U) L n 2<2n+1) n2
2
= B,=4/-
™




