Ubungen zu Analysis 2, 1. Ubung

1. Man betrachte fiir € R \ Z,

> 1 > 1 1
f(w):Z(xfk)Z—FZ(szkﬁ—i_ﬁ’

k=1 k=1

und zeige, dass diese Funktion auf R \ Z wohldefiniert und stetig ist.

Hinweis: Fiir die Stetigkeit betrachte man zunichst @ € [—K, K] fiir
ein K € N und schreibe f(z) = E;O:KH ﬁ + ZZO:KH m +
+ EkK:_ K ﬁ Man zeige, dass man auf die beiden Reihen das Wei-

erstrafl Kriterium anwenden kann.

2. Mit der Notation aus dem Beispiel 2 der elften Ubung Analysis 1 definiere
eine Abbildung x : C x C — R durch

x(z,w) :==da(7(2), 7(w)), z,w € C,

wobei ds fiir die euklidische Metrik auf S C R3 steht und wobei C =
CuU{oo} (oo ist ein Element, das nicht in C enthalten ist) und wobei 7 die
Erweiterung von 7 : C — S\ {N} ist, indem man noch 7(c0) = N setzt.

Zeigen Sie, dass (C,x) ein metrischer Raum ist (die sogenannte chordale
metrik), der obendrein kompakt ist. Zeigen Sie auch, dass C als Teilmenge
von C offen ist.

Schliefllich zeige man fiir eine Folge (zp)nen und ein z aus C, dass

lim, o0 2 = =z beziiglich der Metrik dy auf C genau dann, wenn
lim, o 2o, = z in C beziiglich der chordalen Metrik x, und dass
lim,, o 2, = 00 beziiglich x genau dann wenn lim,, o |2,| = 400 im

Sinne der Analysis 1.

3. Bekannterweise ist sinz als Potenzreihe > " a,z" entwickelbar. Man

verwende das Taylorsche Restglied um folgende Fragestellung zu beant-
worten:

Wie grofl muss man n wahlen, sodass die Differenz des n-ten Taylorpoly-
nomes von sinz zur Funktion sinz auf [—3, 3] hochstens 1075 betrigt?

4. Man zeige, dass (a € R)

(1+2)° =1+§:1 (Z)x”

fir 0 <z < 1, indem man zeigt, dass das Taylorsche Restglied gegen Null
konvergiert.

Anmerkung: Die Gleichheit gilt auch fiir —1 < z < 0, denn die Potenz-
reihe 1+ Y7 | (%)2™ hat Konvergenzradius 1 und stimmt fiir o € Q mit
(1+2)® iiberein. Nun kann man mit Hilfe des Weierstrasskriterium zeigen,
dass 1+ 7 | (%)a" bei festem x € (—1,1) stetig in a ist, wenn « in einer



beliebigen kompakten Menge der Form [—K, K] liuft. Da (1 + z)® und
1+> 07 (&)a™ stetige Funktionen in o sind und auf der dichten Menge
[-K, K] N Q iibereinstimmen, miissen sie auf ganz [—K, K| iibereinstim-
men.

. Man betrachte die Funktion f(z) = 23+ 1 : [0,1] — [0,1]. Wéhlen
Sie n + 1 dquidistante Stiitzstellen, und berechnen Sie zur entsprechen-
den Zerlegung Z, von [0,1] die Ober- und die Untersummen, sowie
lim, 00 O(Z,), limy, oo U(Zy).

Hinweis: 4> ,_, k* =n?(n + 1)2.
. Eine reellwertige Funktion f, die auf einem Intervall I definiert ist, heifit

konvex, wenn sie fiir beliebige Punkte 21,22 € I und beliebige A € [0, 1]
immer folgende Ungleichung erfiillt:

fQa1 4+ (1= Na2) < Af(21) + (1= A)f(22).
Beweisen Sie, dass diese Bedingung zur folgenden dquivalent ist:
Fiir alle Punkte x1,z9,z € I mit 21 < z < x2 gilt:

Tg — T xr — T

flz) <

fx1) +

To — I T2 — 1

f(z2).

Weiters zeigen Sie, dass diese Gleichung wiederum &quivalent zur folgen-
den fiir 1 < x < x5 ist:

f(z) — f(r1) < f(fcz)*f(x).

r — I X9 — I

Was bedeutet die Bedingung konvex zu sein geometrisch?

Bemerkung: Eine Funktion f heifit konkav, wenn — f konvex ist.

. Mit der Notation aus dem letzten Beispiel zeigen Sie fiir ein konvexes f,

dass
f(z) — f(x1) < f(z2) — f(z)

r— I - To — I

wenn x,x1,x2 € I nur drei paarweise verschiedene Punkte mit 1 < xo
sind. Leiten Sie daraus dann die Stetigkeit einer jeden konvexen Funktion
her!

. Sei f eine reellwertige stetige Funktion, die auf einem Intervall I definiert
ist und die im Inneren von I ableitbar ist. Man beweise, dass f genau dann
konvex ist, wenn ihre Ableitung f’ wachsend ist (x <y = f'(z) < f'(y)).

Wenn fiir f noch zusétzlich die zweite Ableitung im Inneren von I existiert,
wie lasst sich dann die Konvexitiat durch f” charakterisieren?

Hinweis: Fiir die = Richtung verwende man die Gleichung aus dem letzten
Beispiel. Fiir die andere Richtung verwende man den Mittelwertsatz.

. Fithren Sie bei der Funktion f(z) = 22”37 mit £(0) = 0 eine Kurvendis-
kussion durch.

Bestimmen Sie also Nullstellen, lokale (globale Extrema), auf welchen
Teilintervallen die Funktion (streng) monoton wachsend bzw. fallend ist,



10.

Wendpunkte, also Stellen, wo die erste Ableitung der Funktion ein loka-
les Extremum hat. Bestimmen Sie auch auf welchen Teilintervallen die
Funktion konvex bzw. konkav ist!

Fiihren Sie bei der Funktion fo(z) = 23— 22 2 # 0 eine Kurvendiskussion
durch.

Bestimmen Sie also Nullstellen, lokale (globale Extrema), auf welchen
Teilintervallen die Funktion (streng) monoton wachsend bzw. fallend ist,
Wendpunkte, also Stellen, wo die erste Ableitung der Funktion ein loka-
les Extremum hat. Bestimmen Sie auch auf welchen Teilintervallen die
Funktion konvex bzw. konkav ist!



