2. ﬁbungsblatt - Analysis auf Mannigfaltigkeiten - WS 2011

1. Zeigen Sie:

(a) Ist ' : M — N glatt, so sind die Koordinatendarstellungen von F' beziiglich
jedem Paar glatter Karten (U, ¢) und (V) von M bzw. N mit F(U) C V glatt.

(b) Esseien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und {U, }4e4 eine offene Uberdeckung
von M. Gibt es zu jedem o € A eine glatte Abbildung F, : U, — N, sodass

Folvanus = Fsluanu, fiir alle o, 8 € A, dann gibt es eine eindeutig bestimmte
glatte Abbildung F': M — N mit F|y, = F, fiir alle a € A.

2. (a) Essei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand. Zeigen Sie, dass die Eigenschaft
Rand- bzw. innerer Punkt von M zu sein koordinatenunabhangig ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Inklusionsabbildung cIB" — R" glatt ist, wenn die abge-
schlossene Einheitskugel cl B™ als Mannigfaltigkeit mit Rand angesehen wird.

3. Seien Mjy,..., My, N glatte Mannigfaltigkeiten und m; : M; x --- x M, — M, die
Projektion auf den i-ten Faktor. Eine Abbildung F': N — M; x --- X M), ist genau
dann glatt, wenn jede der Komponentenfunktionen m; o F': N — M, glatt ist.

4. Der n-dimensionale reelle projektive Raum RP" ist die Menge aller 1-dimensionalen
linearen Unterrdume des R™™!. Wir versehen RP” mit der Quotiententopologie die
durch die Abbildung 7 : R"™\{0} — RP", die z € R"*\{0} auf den von x aufge-
spannten Unterraum [x] abbildet, bestimmt wird.

Firi=1,....,n+1sei U; = {x € R*1\{0} : 2 # 0} und U; = =(U;) C RP". Wir
definieren noch ¢, : U; — R™ durch

(a) Zeigen Sie, dass RP" eine kompakte, topologische n-Mannigfaltigkeit ist auf der
die Karten (U;, ¢;), 1 <i < n, einen glatten Atlas bilden.

(b) Es sei d € Z und P : R*™\{0} — R¥1\{0} eine glatte Abbildung mit der
Eigenschaft, dass P(Az) = AP (x) fiir alle A € R\{0} und = € R"*'\{0}. Zeigen
Sie, dass die Abbildung P : RP" — RP* definiert durch P[z] = [P(x)] glatt ist.



5. Der n-dimensionale komplexe projektive Raum CP" ist die Menge aller 1-dimensionalen
komplex-linearen Unterraume des C*.

(a) Zeigen Sie, dass CP" eine kompakte, topologische 2n-Mannigfaltigkeit ist und
genau so wie der reelle projektive Raum RP™ mit einer glatten Struktur versehen
werden kann.

(b) Es bezeichne C,, = CU{oo} die Riemannsche Zahlenkugel. Zeigen Sie, dass durch
die Karten (C,id¢) und (Uy, ) mit Uy, = {2 € Cop : 2 # 0} und p(z) = 27! die
Riemannsche Zahlenkugel zu einer glatten Mannigfaltigkeit wird.

(c) Zeigen Sie, dass CP! = C,, =~ S2.

6. Es sei M eine zusammenhangende glatte Mannigfaltigkeit und 7 : M — M eine
topologische Uberlagerung. Zeigen Sie, dass es genau eine glatte Struktur auf M gibt
beziiglich der 7 eine glatte Uberlagerung ist.

Hinweis: Verwenden Sie die Existenz glatter lokaler Schnitte.

7. Es sei G eine zusammenhangende Lie Gruppe und U C G eine beliebige Umgebung
des neutralen Elements. Zeigen Sie, dass jedes Element von G als endliches Produkt
von Elementen aus U geschrieben werden kann.

8. Es sei G eine Lie Gruppe und G, die Zusammenhangskomponente von G, die das
neutrale Element von G enthélt. Zeigen Sie:

(a) G ist die einzige zusammenhéngende offene Untergruppe von G.

(b) Jede zusammenhéngende Komponente von G ist diffeomorph zu Gj.



