
Analysis auf Mannigfaltigkeiten - 1. Übungsblatt - 10.04.2013

1. Zeigen Sie, dass die definierenden Eigenschaften einer topologischen Mannigfaltigkeit
unabhängig voneinander sind, d.h. geben Sie Beispiele topologischer Räume an, die
nur jeweils zwei der drei definierenden Eigenschaften haben.

2. SeienM1, . . . ,Mk topologische Mannigfaltigkeiten der Dimensionen n1, . . . , nk. Zeigen
Sie, dassM1× . . .×Mk eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n1 + . . .+nk

ist mit Karten der Form (U1 × . . . × Uk, ϕ1 × . . . × ϕk), wobei (Ui, ϕi), 1 ≤ i ≤ k,
Karten auf Mi sind.

3. Es sei X ein lokal wegzusammenhängender topologischer Raum. Zeigen Sie:
(a) Die Zusammenhangskomponenten von X sind offen in X.
(b) Die Wegzusammenhangskomponenten vonX stimmen mit den Zusammenhangs-

komponenten von X überein.
(c) X ist genau dann zusammenhängend, wenn X wegzusammenhängend ist.

4. Es sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie:
(a) Sind f, f ′ und g, g′ Wege in X mit jeweils denselben Anfangs- und Endpunkten

sowie f(1) = f ′(1) = g(0) = g′(0), so folgt aus f ∼ f ′ und g ∼ g′ auch
f · g ∼ f ′ · g′.

(b) Für Wege f, g, h in X gilt

([f ] · [g]) · [h] = [f ] · ([g] · [h])

wann immer die Produkte definiert sind.

5. Es sei X ein wegzusammenhängender topologischer Raum. Zeigen Sie:
(a) Die Fundamentalgruppen von X zu unterschiedlichen Basispunkten sind alle

isomorph.
(b) X ist genau dann einfach zusammenhängend, wenn je zwei Wege in X mit

gleichen Anfangs- und Endpunkten homotop sind.

6. Zeigen Sie, dass es auf dem euklidischen Raum Rn, n ≥ 1, überabzählbar viele ver-
schiedene glatte Strukturen gibt.
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7. Es bezeichne N := (0, . . . , 0, 1) den "Nordpol" der Sphäre Sn ⊆ Rn+1 und S := −N
den "Südpol". Die stereographische Projektion σ : Sn\{N} → Rn ist definiert durch

σ(x1, . . . , xn+1) = (x1, . . . , xn)
1− xn+1 .

Für x ∈ Sn\{S} setzen wir σ̄(x) = −σ(−x). Zeigen Sie:
(a) σ ist bijektiv und

σ−1(u1, . . . , un) = (2u1, . . . , 2un, ‖u‖2 − 1)
‖u‖2 + 1 .

(b) Der Atlas auf Sn bestehend aus den zwei Karten (Sn\{N}, σ) und (Sn\{S}, σ̄)
definiert eine glatte Struktur auf Sn.

(c) Die in (b) definierte glatte Struktur auf Sn stimmt mit der in der Vorlesung
eingeführten überein.

8. Es sei M = closBn die abgeschlossene euklidische Einheitskugel im Rn. Zeigen Sie,
dass M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand ist und dass M eine natürliche
glatte Struktur trägt in der jeder Punkt von Sn−1 ein Randpunkt ist und jeder Punkt
von Bn ein innerer Punkt.
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