
Analysis auf Mannigfaltigkeiten - 7. Übungsblatt - 26.06.2013

1. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Seien V undW endlich-dimensionale Vektorräume. Angenommen π : V×W → Z

ist eine bilineare Abbildung in einen Vektorraum Z mit der folgenden Eigen-
schaft: Zu jeder bilinearen Abbildung A : V ×W → Y , gibt es eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung A : Z → Y , sodass folgendes Diagramm kommu-
tiert:
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Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus Φ: V ⊗W → Z mit
π = Φ ◦ π, wobei π : V ×W → V ⊗W die kanonische Projektion bezeichnet.

(b) Ist V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, dann ist der Raum T k(V )
aller kovarianten k-Tensoren auf V kanonisch isomorph zum k-fachen Tensor-
produkt V ∗ ⊗ . . .⊗ V ∗.

2. Beweisen Sie Proposition 7.7, Proposition 7.8 und Lemma 7.18.

3. Beweisen Sie folgende Aussagen:
(a) Das symmetrische Produkt ist kommutativ und bilinear.
(b) Sind S, T kovariante 1-Tensoren, dann gilt

ST = 1
2(S ⊗ T + T ⊗ S).

4. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und A eine geschlossene Teilmenge von M . Es
sei weiters ω eine glatte Differentialform auf A, in dem Sinn, dass ω zu einer glatten
Differentialform in der Umgebung jedes Punktes von A fortgesetzt werden kann. Zei-
gen Sie, dass es zu jeder offenen Menge U , die A enthält, eine glatte Differentialform
ω ∈ Ωk(M) gibt, sodass ω|A = ω und suppω ⊆ U .
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5. Für v, w ∈ R3 bezeichne 〈v, w〉 das gewöhnliche Skalarprodukt und v×w das Kreuz-
produkt von v und w. Zeigen Sie, dass

ωu(v, w) = 〈u, v × w〉

für u ∈ S2 und v, w ∈ TuS
2 ⊆ TuR3 ∼= R3, eine glatte 2-Form auf der Sphäre S2

definiert. Betrachten Sie Zylinderkoordinaten (θ, z), 0 < θ < 2π und −1 < z < 1, auf
S2 und zeigen Sie, dass bezüglich dieser Koordinaten

ω = dθ ∧ dz

gilt.

6. Es sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit, {Ei} ein glatter lokaler Frame für M und
{εi} der dazu duale Koframe. Es seien ci

jk, i = 1, . . . n, die Komponentenfunktionen
der Lie Klammer [Ej, Ek] dieses Frames, also

[Ej, Ek] =
∑

i

ci
jkEi.

Dann ist die äußere Ableitung jeder 1-Form εi gegeben durch

dεi = −
∑
j,k

ci
jkε

j ∧ εk.
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