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31. Sei X : R2 ⊇ U → E3 eine parametrisierte Fläche mit Normalenfeld N und

φ : R2 ⊇ Ũ → U,

(ũ, ṽ) 7→ (u(ũ, ṽ), v(ũ, ṽ)),

ein Diffeomorphismus, sodass X̃ = X ◦ φ eine Reparametrisierung von X mit Normalenfeld
Ñ = N ◦ φ ist. Sei J(φ) gegeben durch

J(φ) =

(
∂u
∂ũ

∂u
∂ṽ

∂v
∂ũ

∂v
∂ṽ

)
.

Zeigen Sie, dass für alle ξ, η ∈ R2 gilt

d X̃(ξ) = (dX ◦ φ)(J(φ)ξ), d Ñ(ξ) = (dN ◦ φ)(J(φ)ξ)

und daher

Ĩ(ξ, η) = I ◦ φ(J(φ)ξ, J(φ)η), ĨI(ξ, η) = II ◦ φ(J(φ)ξ, J(φ)η).

Wie transformiert das Weingartentensorfeld unter der Reparametrisierung?

32. Zeigen Sie, dass alle Punkte einer Sphäre mit Radius r > 0 Nabelpunkte sind und berechnen
Sie ihre Gauß- und mittlere Krümmung.

33. Finden Sie eine Parametrisierung X : R2 ⊇ U → E3 des Helikoids so, dass Xu and Xv

Hauptkrümmungsrichtungen sind.

34. Für M ∈ E3 und ρ ∈ R sei DM,ρ die Funktion

DM,ρ : E3 → R,
P 7→ ‖P −M‖2 − ρ2.

Dann beschreibt DM,ρ(P ) = 0 eine Kugel mit Mittelpunkt M ∈ E3 und Radius ρ.

Sei X : R2 ⊇ U → E3 eine Fläche mit Gauß-Abbildung N .

(a) Für einen Punkt (u0, v0) ∈ U , der kein Nabelpunkt ist, zeigen Sie, dass

(DM,ρ ◦X) (u0, v0) = 0,

(
∂DM,ρ◦X

∂u
∂DM,ρ◦X

∂v

)
(u0, v0) =

(
0
0

)
,

(
∂2DM,ρ◦X
∂u∂u

∂2DM,ρ◦X
∂u∂v

∂2DM,ρ◦X
∂v∂u

∂2DM,ρ◦X
∂v∂v

)
(u0, v0)

(
x
y

)
=

(
0
0

)
,

wenn Xux+Xvy eine Hauptkrümmungsrichtung ist, ρ2 = 1
κ2 und

M = X(u0, v0) +
1

κ(u0, v0)
N(u0, v0),

wobei κ die zu Xux+Xvy gehörende Hauptkrümmung ist.

(b) Zeigen Sie, dass man M und ρ genau dann so wählen kann, dass(
∂DM,ρ◦X

∂u
∂DM,ρ◦X

∂v

)
(u0, v0) =

(
0
0

)
,

(
∂2DM,ρ◦X
∂u∂u

∂2DM,ρ◦X
∂u∂v

∂2DM,ρ◦X
∂v∂u

∂2DM,ρ◦X
∂v∂v

)
(u0, v0) =

(
0 0
0 0

)
,

wenn (u0, v0) ein Nabelpunkt ist.
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