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1. Zeige, dass die Funktion f : V' — W genau dann affin ist, wenn es eine lineare Funktion [ : V. — W
und ein a € W gibt, sodass f(v) =1(v) + a.

2. Gib eine allgemeine multiaffine Abbildung a : R? x R? x R* — R an.
1. Welche Voraussetzung miissen die Koeffizienten von a erfiillen, damit a multilinear ist?

2. Welche Voraussetzung miissen die Koeffizienten von a erfiillen, damit a symmetrisch ist?

3. Wann sind die elementarsymmetrischen Polynome Sj multilinear?

3. Bestimme
1. #{I:TC{1,...,n},#I =k} durch kombinatorische Uberlegungen.
2. #{I:1C{1,...,n}} mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes und dem Resultat aus (a).

3.

4. Gib zu dem Polynom f(z) = 223 — 32% + 52 + 1 die zugehdrige Polarform F an. Gib weiters die Werte
F(0,0,0), F(0,0,1) und F(0,1,1) an.

5. Zerlege das Polynom p(t) = t* — 23 + 2 in Bernsteinpolynome.

6. Zeige, dass das Maximum des Bernsteinpolynoms B"(t) mit i € Ng,n € N4 < n im Intervall [0,1] an
der Stelle - liegt.

7. Zeige, dass die Linearkombination von Polarformen von Polynomen die Polarform der Linearkombi-
nation der Polynome ist.
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8. Installiere PYTHON und eine Entwicklungsumgebung auf deinem Laptop/Computer.

Fiir die Beispiele 9 bis 12 kénnt ihr die Vorlage Uebungsbeispiele.txt verwenden. Andert nach dem Her-
unterladen die Dateiendung auf Uebungsbeispiele.py.

9. Schreibe in PYTHON eine Funktion, die Kugelkoordinaten in Kartesische Koordinaten umrechnet und
ausgibt.

10. Schreibe in PYTHON eine Funktion mysqrt(x, y), die eine Quadratwurzel aus der komplexen Zahl
z + 1y berechnet, ohne komplexe Zahlen in PYTHON zu verwenden.

11. Schreibe in PYTHON eine Funktion outside(x, y, z), die feststellt, ob der Punkt (z,y, z) aukerhalb
der Einheitskugel liegt, oder nicht.
12. Schreibe in PYTHON eine Funktion inset (x), die der folgenden mathematischen Definition entspricht:

1 z€U,z2k 2k +1)

inset(x) = f(z) = {_1 z € Upepl2k+ 1,2k +2)

wobel z € R.

13. Schreibe ein Pythonskript, das die Summe aller ungeraden Zahlen von 1 bis n berechnet ohne dabei
eine Schleife zu verwenden.

14. Die Fibnoacci Zahlen sind definiert als

Fl=F=1
Fn:anl"'_anl

Schreibe eine Funktion fibo(n), die die n-te Fibnoacci-Zahl zuriick gibt.

15. Schreibe eine Funktion fibo_sum(n), die die Summe der ersten n Fibnoacci-Zahlen fiir n > 2 zuriick
gibt.
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16. Zeige: Fiir b{(t) im Algorithmus von deCasteljau gilt

bg(t):F(u,...,u,t,...,t,v,...,v).
——— —— ——

n—i—j 7 %
17. Konstruiere in Geogebra jeweils eine Bézierkurve vom Grad 2, 3, 4.

18. Finde eine Parameterdarstellung einer Parabel durch die Punkte (0,0), (1,0), (0,2) und (1,4).

19. Finde eine Parameterdarstellung einer Parabel durch die Punkte (0,0), (1,0), (0,2) und (2,4). Es
darf PYTHON zur Hilfe genommen werden.

20. Die durch die drei Punkte by = (3,9), by = (0,0), b2 = (15,0) definierte Bézierkurve ist eine Parabel.
Bestimme von dieser Parabel Achse und Scheitel.

21. Gegeben ist eine kubische Bézierkurve b(¢) samt Kontroll-
polygon. Unterteile b?(¢#) mit Hilfe der Unterteilungseigen-
schaft im Punkt b? (%) in zwei Bézierkurven, eine linke ¢ und
eine rechte Bézierkurve d.

Modifiziere die rechte Bézierkurve d, indem der letzte Kon-
trollpunkt an die angegebene Stelle verschoben wird.

22. Zeige, dass ein Kreis nicht als Bézierkurve darstellbar ist.

23. Erzeuge in PYTHON eine Funktion bez(t, p), die als Eingabe ¢ € R und ein Array p = (bo,...,by)
tibernimmt und den Kurvenpunkt b"(¢) der Bézierkurve zu den Kontrollpunkten by, ..., b, zuriickgibt.
Dabei soll der Punkt mit der Formel fiir die Parameterdarstellung berechnet werden. Teste die Funktion!

24. Implementiere in PYTHON eine Funktion casteljau(t, p), die als Eingabe ¢ € R und ein Array
p = (bo, ..., by) ibernimmt und den Kurvenpunkt 5" (¢) der Bézierkurve zu den Kontrollpunkten by, . . ., b,
zurilickgibt. Dabei soll der Kurvenpunkt iiber den Algorithmus von de Casteljau bestimmt werden. Teste
die Funktion!

25. Gegeben sei die Parabel mit Gleichung y = 2(z — 1) + 1. Stelle die Parabel als Bézierkurve fiir
€ [-1,1] dar.

26. Gegeben sei eine Polynomfunktion f : R — R mit f(t) = t3 — t?> + 3t — 1. Finde die Kontrollpunkte
um den Graph {(t, f(t)) € R?|t € [0,1]} als Bézierkurve in R? darstellen zu kénnen.



27. Gegeben sei eine Polynomfunktion f : R — R vom Grad n. Finde die Kontrollpunkte um den Graph
{(t, f(t)) € R*|t € [0,1]} als Bézierkurve in R? darstellen zu kiénnen.

28. Betrachte die Bézierkurve zu den Kontrollpunkten by = (—2,0), by = (—2,3), b2 = (2,3), b =

2
(2,0) sowie den Kreisring /2 < ||z| < 3. Zeige, dass die Bézierkurve im Intervall [0, 1] im Inneren des
Kreisringes liegt.
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29. Zeige, dass es keine Bezierkurve zu dem Graph f(t) = (¢,e') mit ¢ € [0, 1] geben kann.

30. Zeige, dass fiir die elementarsymmetrischen Funktionen gilt

Sk(Xl, - ,Xn_l,a) = Sk(Xl, - ,Xn_l) + aSk_l(Xl, - ;Xn—l)-

31. Finde eine Menge M C R?, sodass es keine Punkte py,...,p, € M gibt mit

conv(M) = conv({p1,...,pn}).

32. Zeige: Aus A C B C R" folgt conv(A) C conv(B).
33. Zeige, dass eine affine Abbildung eine konvexe Menge auf eine konvexe Menge abbildet.

34. Zeige, dass wenn das affine Bild einer Menge M konvex ist, muss die Menge M selbst nicht konvex
sein.

35. Schreibe eine Funktion element(pl,p2,p3,q) in PYTHON, die bestimmt, ob der Punkt ¢ in der
konvexen Hiille von pl, p2 und p3 liegt.
36. Zeige, dass fiir die Funktionen N, 12 aus der Vorlesung gilt

N7 = (1 al NI+ el NP

K2

37. Sei m = 4,n = 2 und der Knotenvektor 7' = (0,0,0,1, 2,3, 3,3). Skizziere die B-Spline Funktionen
N (t), Ni(t), NE(#).
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38. Konstruiere eine Bézierkurve mit einem singuldren Punkt.
39. Zeige, dass der Grundriss einer rdumlichen Bézierkurve eine ebene Bézierkurve ist.

40. Gegeben sei der Knotenvektor T' = (0,0,1,2,3,4,5,5) und n = 2. Konstruiere zu geeigneten Kon-
trollpunkten die quadratische B-Splinekurve.

Die Reliefperspektive ist definiert im reellen projektiven Raum P3 = P(R4). Sei dazu zR € P3 ein Punkt,
Ra C P? eine Hyperebene und die Funktion

f:R* - R?
(z,a)

(2,0)

gegeben, wobei ¢ € (0,1). Die Reliefperspektive ist dann gegeben durch

xr— f(x) =24+ (c—1)

Kk:P®— P?
2R — k(2R) = f(z)R.

41. Zeige, dass f bijektiv und linear ist.
42. Zeige, dass das Zentrum zR und die Punkte der Fizpunktebene Ra fest bleiben.

43. Implementiere in PYTHON eine Funktion, die als Eingabe das Zentrum, die Hyperebene, ¢ € (0,1)
und einen eigentlichen Punkt z € R® iibernimmt und als Ausgabe s(zR) zuriickgibt, wenn dies kein
Fernpunkt ist.

44. Implementiere in PYTHON eine Klasse myC, die den Realteil und Imaginérteil einer Komplexen Zahl
beinhaltet. Erstelle in dieser Klasse eine Methode, die den Absolutbetrag zuriick gibt.

45. Erweitere in PYTHON die Klasse myC, sodass man komplexe Zahlen addieren und subtrahieren kann,
indem du die Methoden __add__(self,other) und __sub__(self,other) implementierst. Erweitere

die Klasse auflerdem um eine Methode, die den Winkel zur positiven reellen Achse zuriick gibt.

46. Erweitere in PYTHON die Klasse myC, sodass man komplexe Zahlen mit komplexen Zahlen und mit
floats multiplizieren kann, indem du die Methoden __mul__(self,other) und __rmul__(self,const)
implentierst. Erweitere deine Klasse aufterdem um eine Methode inv(self), die die komplexe Zahl in-
vertiert.

47. Implementiere in PYTHON eine Klasse myVec, die die x,y, 2z Koordinaten eines dreidimensionalen
Vektors speichern kann. Als Standardwerte soll der Nullvektor verwendet werden. Fiige der Klasse myVec
die Memberfunktion len hinzu, die die Lange des Vektors zuriickgibt.

48. Implementiere die skalare Multiplikation und das Skalarprodukt fiir die Klasse myVec aus Beispiel [7}



49. Implementiere in PYTHON eine Klasse BeziKurve, die die Punkte des Kontrollpolygons beinhaltet.
Schreibe eine Methode fiir diese Klasse, die den Wert der Bézierkurve zum Parameter ¢ zuriick gibt.

50. Erweitere die Klasse BeziKurve aus Beispielmit einer Methode add (self,point), die einen Punkt
zum Kontrollpolygon hinzufiigt.

51. Erweitere die Klasse BeziKurve aus Beispiel 49| mit einer Methode plot(self), die die Bézierkurve
plottet.

52. Erweitere die Klasse BeziKurve aus Beispiel [§9|mit einer Methode aff, die eine affine Transformation
des Kontrollpolygons durchfiihrt.
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53. Illustriere in PYTHON eine Bézierkurve vom Grad 5. Illustriere in derselben Grafik NURBS Kurven
mit den gleichen Kontrollpunkten zu verschiedenen Gewichten.

54. Tllustriere in PYTHON einen ganzen Kreis durch mehrere NURBS Kurven.

55. Konstruiere mit Zirkel und Lineal in Grund- und Aufriss eine Tensorprodukt Bézierfliche vom Grad
1, 1 mit bo_]o = (6,0,5) b170 = (12,3,2) b()’l = (3, 12,2) b111 = (9, 15,8) Mafe in cm.

56. Sei f: R™ — R eine stetig differenzierbare Funktion. Zeige, dass aus V f(a) = 0 nicht notwendiger-
weise folgt, dass a ein Extremum von f ist.

57. Sei f : R™ — R eine stetige Funktion. Zeige, dass f nicht notwendigerweise ein globales Maximum
und ein globales Minimum besitzen muss.

58. Bestimme zum Punkt p = (a, 3) jenen Punkt auf der Kurve {(z,y) € R? | 22 — y = 0} mit dem
kiirzesten Abstand zu p.

59. Welche der folgenden Mengen ist ein Vektorraum?

{meRzz(; j).m_(8>}, {@y2)" €eR:w<y<z), {(xy2)" €R®: 2’ +y+22 =0}

60. Welche der folgenden Mengen ist ein Vektorraum? Begriinde deine Aussage! (Hier steht D[0, 1] fiir den
Raum der einmal stetig differenzierbaren Funktionen auf dem Intervall [0,1] und C[0, 1] fiir die stetigen
Funktionen auf [0, 1]. Beides sind Vektorraume. Man muss also nur das Unterraumkriterium nachpriifen.)

(FeD0.]: f(2) =0}, {feD[0.1]: f(0) =}, {feC[o,u: / f(x)dx=f<o>-f<1>}

61. Berechne den Gradienten V(z? Mz), wobei z € R” und M € R"*". Verwende dazu:

(a) den Gradient der Funktion (z7b), wobei b € R",
(b) die Produktregel: V(zTMx) = V,(yT Mz) + V, (2T My).

62. Lege eine Ausgleichsgerade y = kx + d durch die 2D Punktwolke mit Punkten (x;,y;) in der Datei,
NoisyDatal.txt

die die Summe der quadrierten Abstéinde > ||kz; + d — y;||*> minimiert. Visualisiere die Daten mit der

Ausgleichsgeraden.

Anleitung:

1. Thr importiert die Punkte aus der Datei:

(a) Speichert die Datei im gleichen Ordner, wie euren PYTHON-Code



(b) Legt eine leere Liste an: vertices = []
(c) Offnet die Datei mit: Import = open(’NoisyDatal.txt?’,’r’)

(d) Lasst eine for-Schleife iiber Import laufen und fiigt die Koordinaten jeder Zeile zu eurer Liste
hinzu. (Genauso wie im Beispiel aus den Unterlagen. . .)

2. Jetzt miisst ihr noch aus der Liste mit Strings einen np.array mit floats machen. Dazu verwendet
ihr den Befehl vertices = np.array(vertices).astype(float).

3. Jetzt konnt ihr euch die Matrix A und den Vektor b aus der Vorlesung erzeugen. Wenn ihr das habt
konnt ihr AT A und ATb berechnen durch A.transpose() @ A und A.transpose() @ b.

4. Ein lineares LGS konnt ihr in PYTHON einfach 16sen mit np.1linalg.solve(Matrix,RechteSeite).

63. Lege eine quadratische Kurve y = az? + bz + ¢ durch die 2D Punktwolke mit Punkten (x;,y;) in der
Datei,

NoisyData2.txt
die die Summe der quadrierten Abstinde Y [|az? + bz; + ¢ —y;
der quadratischen Kurve.

|? minimiert. Visualisiere die Daten mit

64. Berechne den Normalvektor der Fliche 22 + % — z = 1 im Punkt (2,2, 2).

65. Sei f : R™ — R eine stetig differenzierbare Funktion. Die Ableitung in Richtung a an der Stelle x
(wir schreiben dafiir Vq f ) kann berechnet werden als

Vaf(x)= Vi) a.

Maximiere den Betrag der Richtungsableitung unter der Nebenbedingung ||a||? = 1.
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66. Reinhold geht in dem Funktionsgebirge f(x,y) = (z — 2)* + (y + 2)? spazieren. Als er sich im Punkt
(4, —3) befindet, verliert er seinen Ball. In welche Richtung rollt der Ball? Wo findet Reinhold seinen Ball
wieder?

67. Sei g : R* — R eine stetig differenzierbare Funktion und M = {z € R* : g(z) = ¢} nicht leer. Beweise,
dass fiir alle x € M der Gradient Vg(z) normal auf M steht. Ein Beweis konnte in etwa so aussehen:

Der Gradient erfillt die Bedingung der linearen Approzimation der Funktion g. Das heifit

<g<x> ~ (Vglwo) - (@ — o) + glav)) ) o

|z — 0|

lim
T—xTo

(Das darf einfach verwendet werden.)

Zu jedem Tangentialvektor t am Punkt xo kann man eine Folge (x,) C M angeben, die gegen xo konver-
giert, sodass

t= lm —n—%0
n=oo [|zn — ol

Diese beiden Tatsachen miissen jetzt geschickt kombiniert werden um zu zeigen, dass fir alle Tangenti-
alvektoren t gilt, dass Vg(xo) -t = 0.

68. Lege eine Ausgleichsgerade durch die Punkte NoisyDatal.txt, die die quadrierten Normalabsténde
zur Punktwolke minimiert.

69. Finde eine Ebene, die die Normalabstédnde zur Punktwolke NoisyEbene. txt minimiert.

70. Bestimme das Paraboloid
f(@,y) = ap + a1x + asy + aszy + asz® + asy?,

das die quadrierten Abstéinde in z-Richtung
n
Z I f (@i, vi) — Zq||2
i=1

zur Punktwolke NoisyParaboloid.txt minimiert.

71. Verwende PYTHON um auf der Fliche ® : 23 + 323 + 222 + 22122 — 1 = 0 einen Punkt zu finden, der
die Funktion f(z1, %9, 73) = 2% + 222 + 23 — 27923 minimiert.

72. Verwende PYTHON um auf der Fliche ® : 23 — 323 + 222 + 22122 — 1 = 0 einen Punkt zu finden, der
die Funktion f(z1, %2, 73) = 2% + 222 + 2% — 22923 minimiert.

10
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73. Approximiere in PYTHON die 2D Daten NoisyCircle.txt mit einem Kreis. Visualisiere dein Ergeb-
nis. Wie wird bei dieser Aufgabe der Abstand zum Kreis geschétzt? Welche Annahmen miissen gelten
damit die Berechnung des Abstands so funktioniert? Wie genau sieht das Minimierungsproblem aus?

74. Registrierung mit bekannten Korrespondenzen: Seien P, Q) zwei Polygone mit

71)7 - - 17 ))
1) (— _

P =((0,0),( (=1,-1),(1,-1),(1,0
) )7( 2’_1)7(2’ 1)’(2’0))

0,1),(
Q= ((070)7 (O 1

-1
) )’(_2

Finde die affine Abbildung a(z) = Rz + a mit R € R**?, a € R?, sodass

6

Z le(ps) — il — min.

i=1

75. Betrachte X = {x1,...,xy} und Y = {y1,...,yn} in R?, mit

e ()

und
1 . -3 Tk
vk = 5cos(k2w/N) 5 |t 2sin(k2m/N) A E
k
wobei 7, 7, Zufallszahlen aus dem Intervall [—0.3,0.3) sind. Finde die Matrix R € R**? und den Vektor
a € R?, der das affine Registrierungsproblem

N

> lIx = yrll? = min,
k=1

mit x) = a+ R xy 16st.

76. Sei (p1,...,pn) ein Polygon mit p; € R? und sei ¢ € R™. Finde und implementiere einen Algorithmus
der einen Punkt des Polygons (gegeben als Liste seiner Eckpunkte) zuriickgibt, der am néchsten bei ¢
liegt.

77. Verwende den Algorithmus, aus Beispiel [76] um einen iterativen Algorithmus zu implementieren, der
das affine Registrierungsproblem fiir zwei Polygone ohne Korrespondenzen 16st. Illustriere den Algorith-
mus mit einem geeigneten Beispiel.

78. Schreibe einen iterativen Algorithmus, der eine robuste Regressionsgerade durch die Punktwolke
NoisyDataWithQutliers.txt legt.

Was ist die Idee hinter einer robusten Regression? Welche Eigenschaften sollte eine Gewichtsfunktion
haben? Was ist eine sinnvolle Abbruchsbedingung bei einer robusten Regression? Gib k und d der Re-
gressionsgerade durch die urspriingliche Punktwolke (also nicht die in den Nullpunkt verschobene) an.

79. Schreibe eine Klasse Triangle, die von Mesh erbt und als Initiation ein Dreieck anlegt.

80. Schreibe eine Methode translate(Vector) fiir die Klasse Mesh, die das ganze Mesh um den Vektor
Vector verschiebt.

11



81. Schreibe eine Methode add_point(self, point, bd_edge) fiir die Klasse Mesh, die ein Dreieck
bestehend aus der Randkante und dem neuen Punkt zum Mesh hinzufiigt. Der Algorithmus soll auch
iiberpriifen, ob es sich beim Input tatsidchlich um eine Randkante handelt.

82. Erkldre die Methode plot() der Klasse Mesh in der Datei HalfedgeDataStructure.txt. (Vergesst
nach dem Herunterladen nicht die Dateiendung auf .py zu dndern.)

12
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83. Berechne die Gauk-Kriimmung und Mittlere-Kriimmung der parametrisierten Fléche:

[R5 R?

(u,v) — (vecos(u),vsin(u),u).

Ist die Parametrisierung konjugiert?

84. Fiir die Helix-Kurve «(¢) := (cos(t), sin(t),t), t € R, definieren wir die Tangentialfldche

[R5 R?
(t5) = (1) + 57'(¢)

1. Fiir welche Punkte (¢,s) € R? is f regulér?

2. Zeige, dass fiir jeden Punkt (¢, s) eine Gerade existiert, die in der Fliche enthalten ist.

3. Zeige, dass f die 1-Parameter Familie von Ebenen
E; = {(z,y,2) € R* asin(t) — ycos(t) + z —t = 0}

einhiillt.

85. Finde eine Parametrisierung fiir die Flache, die von der 1-Parameter Familie von Ebenen F; eingehiillt
wird und fertigt eine Skizze der einhiillenden Fléche.

1. By :={(x,y,2) € R® zcos(t) + ysin(t) — 1 = 0}.

2. By = {(z,y,2) € R3| zcos(a) cos(t)+y cos(a) sin(t)+z sin(a)—1 = 0}, fiir ein festes a. € (0, 5).

3. An welchen Punkten sind die Flachen regular?

86. Schreibe in PYTHON eine Methode fiir die Klasse Faces, welche die Anzahl der Randkanten eines
Faces berechnet und eine weitere Methode die testet ob ein Face eben ist.

87. Schreibt in PYTHON eine Methode in der Klasse Faces, die testet ob ein Face eben ist und fiir
jedes ebene Face den Schwerpunkt berechnet. Erweitert die Plotmethode in der Klasse Mesh, so dass
die Schwerpunkte ebener Faces visualisiert werden konnen. Testet eure Methode an den Obj-Dateien
Tetrahedron und Icosahedron.

88. Erweitere die Klasse Faces, so dass jedes Objekt Face einen weiteren Parameter 'normal’ hat. Dieser
soll den Standartwert np.zeros(3) haben. Schreibe weiter eine Methode die testet ob ein Face eben ist,
und fiir jedes ebene Face die Normale berechnet und dem Face zuweist. Schreibt nun eine Methode in
der Klasse Mesh, welche die Normalen aller Faces eines Meshes als Liste ausgibt.

13



89. Erweitert die Plotmethode in der Klasse Mesh, so dass die Normalen ebener Faces visualisiert werden
kénnen. Die Normalen sollen an die Schwerpunkten der Faces geklebt werden. Testet eure Methode an
den Obj-Dateien Tetrahedron und Sphere. Das Ergebenis sollte ungefahr so aussehen:

90. Schreibt eine Methode in der Klasse Halfedge, welche den Winkel zwischen einer Kante und der ihr
folgenden Kante berechnet.

14
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91. Beweist folgenden Satz aus der Vorlesung:
Sei g : U C R? — RT eine glatte Funktion. Es existieren zwei Funktionen a, 8 mit g(u,v) = % genau

dann, wenn ai—gv(log(g(u,v))) = 0.

92. Seien c¢,d: I C R — R3 zwei glatte Kurven. Wir definieren die parametrisierte Fliche

[P >R
(s,t) — c(s) +d(¢)

1. Welche Bedingungen miissen die Kurven ¢ und d erfiillen, damit die Flache f regular ist?

2. Angenommen f ist reguldr, welche der folgenden Eigenschaften hat die parametrisierte Fldche f?

e f is ein konjugiertes Netz
e f is ein KoOnigsnetz

e f ist isotherm

93. Sei ¢: I C R — R3 eine glatte Kurve mit ||c/(t)|| = 1 und ¢ (t) # 0 fiir alle t € I.

1. Zeige: (¢'(t),c"(t)) =0 fiir alle t € I.

2. Wir definieren die Tangentenfliache von c:

f:Rx (0,00) = R3
(t,8) — c(t) + sc'(t)

Welche der folgenden Eigenschaften hat die parametrisierte Fldche f?7
e f is ein konjugiertes Netz

e f is ein KOnigsnetz

e f isotherm

94. Seir: (0,00) — R eine glatte Funktion, wir betrachten die parametrisiere Fliche:

usin(v)
flu,v) = uc?s(;)) , (u,v) € (0,00) x [0,2m).

e Zeigt, dass f eine Kriimmungslinien-Parametrisierung ist.

e Ist f isotherm?

95. Schreibt eine Methode in der Klasse Vertices, welche jeder Ecke die Summe der Innenwinkel zwischen
allen ausgehenden Kanten zuordnet, die in einer Facette liegen. Siehe Abbildung 1:

15



Abbildung 1: Fiir die innere Ecke i summiere alle 6 Winkel zwischen den Kanten auf. Fiir die Randecke
j summiere nur die beiden Winkel auf, welche in der Flache liegen.

96. Fiir diskrete Flachen mit ebenen Facetten kann man die Gaufkrimmung an den Ecken wie folgt
definieren:

K(v) =27 — Zai,

wobei die a;’s die Innenwinkel an der Ecke v bezeichnen.(Siche Abbildung 1). Schreibt eine Methode in
der Klasse Mesh, welche die Gauftkriimmung des Meshes als Liste ausgibt und eine Methode, welche die
Gaufkriimmungen aller Ecken der Flache aufsummiert. Testet eure Methode an den Obj Dateien: torus,
sphere, sphere2 und bunny fine.

97. Schreibe eine Methode in der Klasse Halfedge, welche jeder Kante e die Zahl H(e) := 3l(e)O(e) zu
ordnet, dabei bezeichnet [(e) die Lange der Kante e und ©(e) den Winkel zwischen den Normalen, der

an die Kante e grenzenden Facetten.

98. Schreibt eine Methode in der Klasse Mesh, welche die Flache an einer Kugel mit Radius R und
Mittelpunkt M spiegelt.
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99. Wir betrachten ein diskretes Vierecknetz:
f:7* >R
(i,7) = f(i, 7).
Zeigt, dass die partiellen Ableitungen vertauschen, d.h.:

DN f =D f

100. Zwei ebene konvexe Vierecke (A, B,C, D) und (A*, B*,C*, D*) sind dual zu einander, wenn ihre
Kanten parallel und ihre Diagonalen antiparallel sind. Zeigt dass es zu jedem ebene konvexen Viereck ein
duales Viereck existiert und dieses bis auf Verschiebungen und Skalierungen eindeutig ist.

101. Seien (A, B,C, D) und (A*, B*,C*, D*) zwei ebene konvexe Vierecke mit parallelen Kanten. Zeigt:
AC||B*D* & BD || A*C*

Hinweis: Ein moglicher Losungsweg verwendet Aufgabe 100.

102. Wir betrachten die Taylorentwicklung zweiten Grades eines glatten parametrisierten Flachenstiicks
f:UcCR?*>R?
(s,t) = f(s,1),
am Entwicklungspunkt (0, 0):

1
T(f)(s8) := £(0,0) + 5 £s(0,0) +# £:(0,0) + 5 (s” fus + 25t for +#* fur).
Sei € > 0 und TE der Tetraeder mit Eckpunkten

fr=T(f)(e,€), f2:=T(f)(—¢€ ), f3 :=T(f)(—€,—€), fa :=T(f)(€, —e).
Das Volumen von T'E kann mit den Kanten v;; := f; — f;, wie folgt berechnet werden:

1 1
VOI(TE) = 6' det(’U13,1}12,1}14)‘ = 6|<U13,’U12 X ’U14>|.

Zeigt: Vol(T'E) = 0, genau dann wenn f ein konjugiertes Netz ist.

103. Schreibt in der Klasse Faces Methoden, die erst testen ob die Facette ein ebenes Viereck ist, und
im Erfolgsfall die Diagonalen und ihren Schnittpunkt M berechnen. Schreibt weiter in der Klasse Mesh
Methoden welche die Diagonalen bzw. ihre Schnittpunkte als Liste ausgibt.

104. Schreibt in der Klasse Halfedges eine Methoden, die falls die Facette der Kante ein ebenes Viereck
ist, den Abstand der Ecke, auf die die Kante zeigt, zum Schnittpunkt M der Diagonalen berechnet.
Schreibt weiter in der Klasse Mesh eine Methode welche die Abstédnde als Liste ausgibt.

105. Erweitert die Plotmethode in der Klasse Mesh so, dass ihr die Diagonalen und ihre Schnittpunkte
fiir ebene Vierecknetze plotten konnt. Fiigt der Methode auflerdem einen weiteren Parameter hinzu, der
entscheidet ob die Kanten des Meshes gezeichnet werden oder nicht.
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106. Sei ﬁ die Menge der orientierten Kanten des Vierecksnetzes Z?. Ein Punkt (n,m) € Z? heiRt rot
falls |n| + |m| gerade ist und schwarz falls |n| + |m| ungerade ist. (Siehe Abbildung)

Wir definieren ¢; : ﬁ — R durch ¢;(e) = 3 falls e von einem schwarzen zu einem roten Punkt verlduft
und ¢ (e) = % falls e von einem roten zu einem schwarzen Punkt verlauft.

e Zeigt, dass ¢; eine exakte multiplikative 1-Form ist.

e Finde v : Z2 — R* so dass fiir jede gerichtete Kante e, die die Punkte x und y verbindet, gilt:

0() = 7.
s . °
* ® °
° . ®

107. Sei E die Menge der orientierten Kanten des Vierecksnetzes Z?. Fiir benachbarte Punkte (m;, n;), (m;,n;) € Z?
sei e;; € ﬁ die orientierte Kante von (m;,n;) nach (m;,n;). Wir definieren gs : E — R3 durch
1,0,0) yfalls ny —n; =1
71,0,0) ,falls nj —n; = —1
P2(eij) =

0, 170) , falls m; —m; = 1
0, —1,0) , falls mj —m; = -1

e Zeigt, dass g2 eine exakte additive 1-Form ist.

e Finde f : Z? — R3 so dass fiir jede gerichtete Kante e, die die Punkte x und y verbindet, gilt:
a2(e) = fy) — f(x).

108. Schreibt ein Methode in der Klasse Face, die, falls die Facette ein Viereck ist, den Ecken des Vierecks
neue Koordinaten zuweist, so dass das alte und neue Viereck dual zueinander sind. Testet eure Methode
an Vierecken, welche ihr in der Klasse Quad erzeugt.

109. Schreibt ein Methode in der Klasse Quad, welche testet ob zwei Vierecke dual zueinander sind und
eine Methode in der Klasse Mesh, welche testet ob zwei Vierecknetze Koenigsdual zu einander sind.
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110. Verdndert in PYTHON in der Klasse Mesh die Methode Koenigsdual2, welche die Koenigsduale des
Netzes berechnet, so dass sie die Breitensuche verwendet.

111. Erzeugt mit dem Applet prescribed mean curvature’ drei Flichen und speichert sie als Vierecksnetzt
(OBJ datei). Loscht die leeren Faces (es gibt 6061 Ecken) in den OBJ Dateien und lest diese in Phython
ein. Dort sollt ihr die Koenigsdulaen der Netze berechnen und wieder als OBJ Datei speichern. Plottet
nun die Ursprungsflichen und ihre Dualen in Rhino oder einem &dhnlichem Programm. Was fallt euch
auf?

112. Wir betrachten das Vierecksnetz Z2 mit Ecken V orientierten Kanten F und Facetten F. Die
Vekorriume der diskreten additiven R3-wertigen Formen sind definiert als:

QYZ2,R?) = {f: V = R3},
QY72 R?) == {w: E — R w(e) = —w(—e)},
Q7% R3) :={o: F - R3}.
Auch fiir additive Formen kann man dufsere Ableitungen definieren:
dy : Q%72 R3) — QY(Z* R?)
frw

w(eij) = f(5) — f(@)

dy : QY(Z2,R?) — Q*(Z* R?)

WO
o(p) = Zw(e).
eco

Zeigt dass ds o dp = 0 gilt.

113. Sei M6b(2) die Menge der Mobiustranformation auf C. Zeigt, dass Mo6b(2) eine Gruppe beziiglich
der Hintereinanderausfiihrung ist. Das heiftt es gilt:

o VT1, Ty € M6b(2) = Ty o Ty € Méb(2)
o Id € Mob(2)
o T € Méb(2) = T~! € Méb(2)

114. Seine p1, po, p3 € C. Zeigt, dass die Abbildung
T:C—C
Z = DV(valap25p3)7

eine Mobiustransformation ist, welche die Punkte pq, p2, p3 auf 0,1, co abbildet.

115. Seien p1,p2,P3,q1, 42,93 € C 6 Punkte. Zeigt, es gibt genau eine orientierungserhaltene Mobiustran-

formation T} (z) = % mit Ty (p;) = ¢;.

Hinweis: Ein moglicher Losungsweg verwendet die beiden vorhergegangen Aufgaben.
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116. Zeigt, dass eine orientierungserhaltene Md&biustranformation, welche mehr als zwei Fixpunkte hat,
die Identitat ist.

117. In C fassen wir Kreise und Geraden zu verallgemeinerten Kreisen zusammen. Zeigt, dass Mobi-
ustransformationen in C verallgemeinerte Kreise auf verallgemeinerte Kreise abbilden.
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