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3. Ubung
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

1. Die o-Algebra G sei von der Partition (B;)}; erzeugt. Zeigen Sie fiir X = 14,

AeF,
E[X|G] = Zb 1.,
wobel b; 1= ngﬁ?ggi).
2. Zeigen Sie fiir X € L'(Q, F,P),
E[X|g] = Zb 1(B,

wobei b; : P(B fB X dP.

3. Ein Wiirfel werde zweimal geworfen. Sei X;, ¢ = 1, 2 die Augenzahl des i-ten Wurfs.
Bestimmen Sie E[X7|X; + X3].

4. Sei wy € {X1+ Xo =2}, wy € {X1+ X2 =3}, ws € {X1 + Xy = 8}. Interpretieren
Sie die Zahlen E[X|X; + Xo](w1), E[X1]| X1 4+ X2](w2) sowie E[X;| X + Xa](w3).

5. Sei (B;)2, eine unendliche Partition von ©, A € F und

¢= bilp,.
=1

Unter welchen Bedingunen an (b;)%%; ist ¢ € L?(Q, F,P). Wihlen Sie die Folge

(bi)2, so, dass
16 — Lall 2o p) = \/ /Q (6 — 14)2dP




minimiert wird. Zeigen Sie, dass fiir diese Wahl der (b;)72; die Funktion ¢ €

L*(Q, F,P) und
/1Ad]P>_/ ¢ dP.
B; B;

. Sei Z1 := X1+Y und Z5 := Xo+Y, wobei X1, X5 und Y unabhéngige, integrierbare
Zufallsvariable sind, fiir die E[X;] = E[X3] gilt. Zeigen Sie E[Z1|Z3] = Z5 fs.

. Seien X unfY integrierbare Zufallsvariable, sodass E[X|Y] =Y fs.und E[Y|X] =
X f.s. Zeigen Sie, dass X =Y fs.
Hinweis: Betrachten Sie E[arctan(X)(X —Y)].

. Sei X eine auf [0, 7] gleichverteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie

E[X|sin(X)] =

Do

Hinweis: Betrachten Sie E[14X] fir A = {sinX € B} = {X € C}, wobei B und C
Borel-Mengen von [0, 1] und [0, 7].

. Sei X € L'(Q, F,P) und G und H Unter-o-Algebren von F. Gilt
E[E[X|G]|H] = E[E[X|#]|]]

immer?
Hinweis: Finden Sie ein Gegenbeispiel.



