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5. Übung

1. Zeigen Sie: Jedes Martingal ist ein Martingal bzgl. seiner natürlichen Filtrierung.

2. Zeigen Sie: (Xn)n∈N ist ein Submartingal bzgl. (Fn)n∈N genau dann, wenn (−Xn)n∈N
ein Supermartingal bzgl. (Fn)n∈N ist.

3. Zeigen Sie: (Xn)n∈N ist ein Martingal bzgl. (Fn)n∈N genau dann, wenn für alle
n ≥ m und A ∈ Fm ∫

A
Xn dP =

∫
A
Xm dP

gilt.

4. Sei (Xn)n∈N ein integrierbarer Prozeß mit unabhängigen Zuwächsen, d.h. Xn+1 −
Xn sei unabhängig von X1, . . . , Xn. Zeigen Sie (Xn−E[Xn])n∈N ist ein Martingal.

5. Sei (Xn)n∈N eine Folge von unabhängigen, integrierbaren Zufallsvariablen mit
E[Xn] = 0 für n ∈ N. Zeigen Sie: Die Folge Sn :=

∑n
k=1Xn ist ein Martingal

bzgl. Fn := σ(X1, . . . , Xn) und σ(X1, . . . , Xn) = σ(S1, . . . , Sn).

6. Sei (Xn)n∈N eine Folge von unabhängigen, integrierbaren Zufallsvariablen mit
E[Xn] = 1 für n ∈ N. Zeigen Sie: Die Folge Mn :=

∏n
k=1Xk ist ein Mar-

tingal sowohl bzgl. seiner natürlichen Filtrierung σ(M1, . . . ,Mn), als auch bzgl.
σ(X1, . . . , Xn). Sind diese zwei Filtrierungen immer gleich?

7. Gegeben sei eine einfache Irrfahrt (Xn)n≥0, also

Xn =

n∑
k=1

Zk

wobei (Zn)n≥1 iid mit P (Zn = 1) = P (Zn = −1) = 1/2. Weiters sei Yn = eXn für
n ∈ N. Konstruieren Sie ein Martingal (Sn)n≥0, mit

Sn = exp

(
−

k−1∑
i=0

δi

)
Yn,
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indem Sie einen geeigneten (adaptierten) Prozeß(δn)n≥0 bestimmen.

8. Der Prozeß(Sn)n≥0 aus Aufgabe 7 ist ein positives Martingal. SeiM = max(S0, S1, S2, S3).

a) Berechnen Sie E[M ].

b) Berechenen Sie P (M ≥ 2.5).

c) Schätzen Sie P (M ≥ 2.5) mit der Markov-Ungleichung für M ab.

d) Schäzen Sie P (M ≥ 2.5) mit der Kolmogorv-Doob-Ungleichung für positive
Submartingale, angewandt auf (S0, S1, S2, S3) ab.

Runden Sie Ihre Ergebnisse auf vier Nachkommastellen! Hinweis für 8a und 8b: Einfach

die acht möglichen Fälle betrachten, raffiniertere Methoden würden im Moement zu weit

führen.
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