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1. Seien X,Y ∈ P2. Zeigen Sie mit Hilfe des vergleichbaren Satzes für Pro-
zesse aus Eb folgende Eigenschaften des Itô-Integrals:

(i) (X.B)0 = 0 f.s.

(ii) Für α, β ∈ R gilt

(αX + βY ).B = α(X.B) + β(Y.B).

(iii) Für t ≥ s gilt

E[(X.B)2t − (X.B)2s|Fs] = E

[ t∫
s

X2
udu|Fs

]
f.s.

(iv) Zt := (X.B)2t −
∫ t

0
X2

udu, t ≥ 0, ist ein Martingal.

2. Zeigen Sie, dass für eine standardisierte Brownsche Bewegung B = (Bt)t≥0
gilt: B 6∈ P2, aber B ∈ P2[0, T ] für jedes T ≥ 0. Berechnen Sie weiters
das Integral

(B.B)T =

T∫
0

BsdBs, T ≥ 0,

indem Sie B geeignet durch eine Folge in Eb approximieren.
Hinweis: Wählen Sie eine Folge von Zerlegung Zn = {tnj : j = 0, . . . , kn}, n ∈ N,
des Intervals [0, T ] mit |Z| → 0 und betrachten Sie die Approximation

(Xn)t :=

kn∑
i=1

Btni−1
1(tni−1,t

n
i ](t), t ∈ [0, T ], n ∈ N.

Verwenden Sie die Gleichung a(b−a) = 1
2
(b2−a2)− 1

2
(b−a)2, a, b ∈ R, um das

elementare Itô-Integral von Xn umzuformen.

3. Es sei B = (Bt)t≥0 eine standardisierte Brownsche Bewegung und T > 0
fest. Zeigen Sie, dass

T∫
0

tdBt = TBT −
T∫

0

Btdt

4. Sei (X, d) ein metrischer Raum, x ∈ X und (xn)n∈N eine Folge in X
die bezüglich d gegen x konvergiert. Für jedes n ∈ N sei (yn,m)m∈N eine
weitere Folge in X die bezüglich d gegen xn konvergiert. Zeigen Sie, dass
es eine Teilfolge m(n), n ∈ N, gibt, sodass d(yn,m(n), x)→ 0 für n→∞.


