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Zur Wiederholung: Ein Prozess X = (Xt)t≥0 heißt Itô-Prozess mit Diffusions-
koeffizient U = (Ut)t≥0 und Drift V = (Vt)t≥0, falls

Xt = X0 +

t∫
0

Vsds +

t∫
0

UsdBs, t ≥ 0,

mit U,
√
|V | ∈ P2

loc[0, T ] für alle T ≥ 0. Für reellwertiges F ∈ C2(R) gilt die
Itô-Formel f.s.

F (Xt) = F (X0)+

t∫
0

F ′(Xs)UsdBs+

t∫
0

F ′(Xs)Vsds+
1

2

t∫
0

F ′′(Xs)U
2
s ds, t ≥ 0,

Für einen adaptierten Prozess Y = (Yt)t≥0 mit Y U,
√
|Y V | ∈ P2

loc[0, T ] für alle
T ≥ 0 ist das Integral bezüglich des Itô-Prozesses X erklärt durch

(Y.X)t =

t∫
0

YsdXs :=

t∫
0

YsVsds +

t∫
0

YsUsdBs, t ≥ 0.

1. Sei X = (Xt)t≥0 ein Itô-Prozess mit Diffusionskoeffizient U und Drift
V . Zeigen Sie unter Verwendung der Itô-Formel, dass dann für jede reell-
wertige Funktion f ∈ C2(R) der Prozess f(Xt) ebenfalls ein Itô-Prozess
ist.

2. Seien X = (Xt)t≥0 und Y = (Yt)t≥0 Itô-Prozesse mit Diffusionskoeffizi-
enten U bzw. U und Drift V bzw. V . Zeigen Sie, dass X nach Y und Y
nach X integrierbar ist sowie die Formel der partielle Integration:

XtYt = X0Y0 +

t∫
0

XsdYs +

t∫
0

YsdXs +

t∫
0

UsUsds f.s.

Hinweis: Zeigen Sie diese Gleichung zunächst für X = Y mit Hilfe der Itô-Formel
und verwenden Sie dann Polarisation, d.h.

XY =
1

2

(
(X + Y )2 −X2 − Y 2).

3. Sei U ∈ P2
loc und Xt :=

∫ t

0
UsdBs, t ≥ 0. Zeigen Sie, dass dann der Prozess

Mt := X2
t −

t∫
0

U2
s ds, t ≥ 0,

ein stetiges lokales Martingal ist.



4. Seien X = (Xt)t≥0 und Y = (Yt)t≥0 Itô-Prozesse mit Diffusionskoeffizi-
enten U bzw. U und Drift V bzw. V . Zeigen Sie, dass das sogenannte
Stratonovich-Integral

t∫
0

X ◦ dY := (X.Y )t +
1

2

t∫
0

UsUsds, t ≥ 0,

für f ∈ C3(R) die Gleichung

f(Xt) = f(X0) +

t∫
0

f ′(X) ◦ dX f.s. t ≥ 0,

erfüllt, d.h. das Stratonovich-Integral erfüllt die gewohnten Regeln der In-
tegralrechung.
Hinweis: Verwenden Sie die Itô-Formel für f ′ um den benötigten Diffusionskoeffi-

zienten von f ′(X) zu bestimmen, setzen dann in die Definition des Stratonovich-

Integrals ein und verwenden Sie ein zweites Mal die Itô-Formel.


