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1. Sei (2, A, P, (Ft)i>0) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und (By)>0

eine Brownsche Bewegung beziiglich (F;);>o. Zeigen Sie, dass B; und
B? —t, t > 0, Martingale sind.
Bemerkung: Bekanntlich ist ¢ die quadratische Variation der Brownschen Bewe-
gung. Allgemeiner kann man fiir jedes stetige (lokale) Martingal M den qua-
dratischen Variationsprozess [M] definieren und es gilt stets, dass M? — [M] ein
stetiges (lokales) Martingal ist.

2. Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und & € L*(9, A, P). Zeigen Sie,
dass es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, sodass fiir A € A mit P(A) < § folgt
E[|¢]; A] < . Dabei ist E[|£]; A] := [, |£|dP.

Hinweis: Fiihren Sie den Beweis indirekt und verwenden Sie den Satz von Borel—
Cantelli sowie das Lemma von Fatou.

3. Sei T eine beliebige Teilmenge von R, (2, A, P, (F;)ier) ein filtrierter
Wahrscheinlichkeitsraum und ¢ € L'(€,.A,P). Zeigen Sie, dass M; :=
E(¢|F:), t € T, ein gleichgradig integrierbares Martingal ist. Dabei nennt
man eine Famlie von Zufallsvariablen (;, t € T, gleichgradig integrierbar
falls

lim supE[|];]¢| > r] = 0.
T—00 teT
Hinweis: Verwenden Sie die Markov—Ungleichung und Beispiel 2.

4. Sei Q) =[0,1], A = £([0, 1]) die o-Algebra der Lebesgue messbaren Mengen
auf [0,1]!, und P die Einschrinkung des Lebesguemafes auf [0, 1].
Zeigen Sie, dass

F:={Ae€£(0,1]): 1-A=APAfs.}

eine o-Algebra ist.

Bemerkung: Fir A, Be Aist 1 -A={weQ: w=1-w',w’' € A}und A=B
P-f.s. genau dann, wenn P(AAB) = 0. Also enthilt G Mengen die symmetrisch
beziiglich % sind.

12([0, 1]) ist die Vervollstéindigung der Borelschen o-Algebra %B([0, 1]) beziiglich des Lebes-
guemafes Al[g 1)



