Stochastische Analysis 1, WS14 Arpad Pinter

Ubungsblatt 10

1. Sei B = (B¢)>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung bzgl. der Filtration F = (F;)¢>0 und
definiere die Stoppzeit 7 := inf{t > 0: By = —1} als den ersten Zeitpunkt, bei dem B den Wert
—1 erreicht.

Definiere nun den Prozess M = (M;);¢[o,1) durch

M, — 1+ Bj,_, firte [0,1),
0 fir ¢t € [1,00),

bzgl. der Filtration F' := (F});>0, definiert durch

7. Fya-y firie [0,1),
CT Fe fiirt el o0),

wobei Foo = 0(Usefp,00) Ft)-
Zeige:
(a) Die gestoppte Brownsche Bewegung BT ist ein stetiges Martingal bzgl. F.
(b) M ist ein nicht-negativer, rechtsstetiger Prozess.
(c) M ist auf der Menge {7 < oo} stetig.
(d) M ist ein Supermartingal bzgl. F'.

2. Fortsetzung von Beispiel |1} Zeige:
(a) (Mi)iejo,1) ist ein Martingal bzgl. (F{)ic(o,1)-
(b) (My)iejo,00) ist kein Martingal bzgl. (F)ic(0,00)-
(¢) (Mi)ieo,00) ist ein lokales Martingal bzgl. (F}):c(0,00)-

Hinweis: Fir (b) betrachte E[M] und E[M].

Fiir (¢) verwende die lokalisierende Folge 1, := inf{t > 0: |M;| > n}, n € N. Zur Martingaleigenschaft
des gestoppten Prozesses: Verwende M[™ = M firt > 0. Wegen der f.s. Stetigkeit (bei t = 1) und
der Beschrdnkheit von M™ kann der Satz der dominierten Konvergenz angewandt werden. Auferdem
beachte, dass (M{").c0,1) bereits ein Martingal ist.

3. Sei I C R ein Intervall, f: I — R eine Funktion und J C [ ein Teilintervall von I. Definiere
Iy ={uel|u<tiund Is;:={uel|u>t}firtel.
Bezeichne V; die Totalvariation von f. Dann zeige

(a) Vy(J) <Vi(I)
(b) Fiir jedes t € I gilt V§(I) = Vy(I<¢) + V(Isy).

4. Sei B = (Bt)t>0 die eindimensionale Brownsche Bewegung und 7 eine beliebige Stoppzeit. Be-
stimme die quadratische Variation von B und B”. Auflerdem bestimme den Kovariationsprozess

(B, B7).

Hinweis: Verwende die Findeutigkeit der quadratischen Variation. Welche Aussagen kann man tber den
Prozess (B} —t)i>0 treffen?
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