Stochastische Analysis 1, WS14 Arpad Pinter

Ubungsblatt 3

1. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'. Bezeichne mit
F(z):=mf{yeR: F(y) >z}, x€]l0,1]

die verallgemeinerte Inverse von F'. Sei weiters U eine gleichverteilte reellwertige Zufallsvariable
auf [0, 1]. Zeige, dass F* (U) die gleiche Verteilung wie X besitzt.

2. Zeige, dass auf ([0,1),B([0,1)), ), wobei A das Lebesguemafl auf [0,1) bezeichnet, eine Folge
von unabhéngig identisch verteilten reellwertigen Zufallsvariablen existiert, sodass

(a) die Wahrscheinlichkeit an den Stellen 0 und 1 gleich § ist;
(b) die Zufallsvariablen gleichverteilt auf [0, 1] sind;
(c) eine beliebige Verteilungsfunktion F' besitzen.

Hinweis fiir (a): Jede Zahl w € [0,1) besitzt eine Bindrdarstellung der Form w = Y~ | X, (w)2™™, mit
Xn(w) € {0,1} fiir n € N. Betrachte {&) : k € N}.

Hinweis fir (b): Uberlege dir, dass es eine doppelt indizierte Folge von unabhdingig identisch verteilten
Zufallsvariablen {X, k. : (n,k) € N} mit den Figenschaften aus (a) gibt und betrachte dann die Zufalls-
variablen X, =Y 7o, 27 %X, ), fir n € N.

3. Sei (Bt)t>0 eine Brownsche Bewegung, T' > 0 ein fester Zeitpunkt und ¢ > 0.
Zeige, dass dann auch die folgenden Prozesse (X})¢>o fiir i € {1,2, 3,4} Brownsche Bewegungen

sind,
(a) X} :=—B; fiir t > 0; (Spiegelung)
(b) X? := Bsyy — B fiir t > 0; (Zeitliche Verschiebung)
(c) X} :=1Bg fiir t > 0; (Zeitliche Skalierung)
(d) X}t := By fiir 0 <t <T und X} := 2By — B, fiir t > T. (Spiegelung bei T')

4. Sei (Bi)¢>0 eine Brownsche Bewegung.
Zeige, dass dann auch der Prozess (X¢)¢>o definiert durch

0, t=0
XtZ:
tBi, t>0
t

eine Brownsche Bewegung ist.

Hinweis: Fir die fast sichere Stetigkeit an der Stelle t = 0 zeige, dass limo X; = 0 fast sicher gilt.
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