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Übungsblatt 6

1. Sei µ ein positives σ-endliches Maß auf den Borelmengen von (0,∞) und definiere Φ(x) :=
µ((0, x]) ∈ [0,∞] für alle x ≥ 0 und Φ(∞) := µ((0,∞)). Sei außerdem X eine [0,∞]-wertige
Zufallsvariable. Beweise, dass

E[Φ(X)] =

∫
(0,∞)

P[X ≥ x]µ(dx),

und folgere daraus, dass für alle p > 0

E[Xp] = p

∫
(0,∞)

xp−1P[X ≥ x] dx

gilt. Zeige, dass die Formeln auch mit P[X > x] anstatt von P[X ≥ x] gelten, wenn µ oder die
Verteilung von X keine Atome besitzt.

Hinweis: Wende den Satz von Fubini auf (µ⊗ P)
(
{(x, ω) ∈ (0,∞)× Ω |X(ω) ≥ x}

)
an.

2. (a) Sei Φ eine Menge Rd-wertiger Zufallsvariablen. Zeige, dass Φ genau dann gleichmäßig inte-
grierbar ist, wenn die Menge der reellwertigen Zufallsvariablen {‖X‖ : X ∈ Φ} gleichmäßig
integrierbar ist.

(b) Zeige, dass jede nichtleere endliche Teilmenge Φ von L1(Ω,F ,P;Rd) gleichmäßig integrier-
bar ist.

3. Sei (Xn)n∈N eine Folge aus L1(Ω,F ,P;Rd) mit limn→∞ E[‖Xn‖] = 0. Zeige, dass {Xn : n ∈ N}
gleichmäßig integrierbar ist.

4. Sei Φ eine uniform integrierbare Menge Rd-wertiger Zufallsvariablen. Zeige, dass Φ ⊆ L1(Ω,F ,P;Rd)
und Φ beschränkt in L1 ist, d.h. supX∈Φ E[‖X‖] <∞.
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