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Übungsblatt 2

1. Sei n ∈ N. Für jedes i ∈ {1, . . . , n} sei Yi eine di-dimensional normalverteilte Zufallsvariable mit
Yi ∼ N (µi, Ci), wobei di ∈ N, µi ∈ Rdi und Ci ∈ Rdi×di eine symmetrische, positiv semidefinite
Matrix ist. Außerdem seien Y1, . . . , Yn unabhängig und alle auf dem selben Wahrscheinlichkeits-
raum definiert.
Zeige, dass Y := (Y1, . . . , Yn)> eine d-dimensional normalverteilte Zufallsvariable
mit Y ∼ N (µ,C) ist, wobei d :=

∑n
i=1 di,

µ :=

µ1...
µn

 und C :=


C1 0 · · · 0

0 C2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 Cn

 .

Hinweis: Verwende, dass die Komponenten einer multivariaten Standardnormalverteilung unabhängig

sind.

2. Momentenerzeugende Funktion einer Normalverteilung.

(a) Sei X eine eindimensional normalverteilte Zufallsvariable mit X ∼ N (µ, σ2), wobei µ ∈ R
der Mittelwert und σ2 ≥ 0 die Varianz ist.
Berechne die momentenerzeugende Funktion E[etX ] von X für alle t ∈ R.

(b) Sei X eine d-dimensional normalverteilte Zufallsvariable mit X ∼ N (µ,C), wobei µ ∈ Rd

und C ∈ Rd×d symmetrisch und positiv definit ist.
Zeige

E[e〈t,X〉] = exp

(
〈t, µ〉+

1

2
〈t, Ct〉

)
, t ∈ Rd.

Hinweis zu (b): Zeige 〈t,X〉 ist eindimensional normalverteilt mit 〈t,X〉 ∼ N (〈t, µ〉, 〈t, Ct〉) und verwende

das Resultat aus (a).

3. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable, sodass die momentenerzeugende Funktion
mX(t) := E[etX ] von X in einer Umgebung U von t = 0 existiert. Außerdem sei V ⊆ U eine
symmetrische Umgebung von 0.
Zeige, dass alle Momente von X existieren und die folgende Formel

E[etX ] =
∞∑
n=0

tnE[Xn]

n!
, (1)

für alle t ∈ V gilt.

Hinweis: Unter Verwendung der Abschätzung e|x| ≤ ex + e−x, x ∈ R, zeige

E

[ ∞∑
n=0

∣∣∣∣ tnXn

n!

∣∣∣∣
]

=

∞∑
n=0

|t|n

n!
E[|X|n] <∞, t ∈ V.

und verwende den Satz von Fubini oder den Satz über die dominierte Konvergenz.
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4. Sei X ∼ N (0, σ2) mit σ2 ≥ 0.
Zeige für alle n ∈ N0, dass

E[X2n+1] = 0 und E[X2n] =
(2n)!

n!

(
σ2

2

)n

.

Hinweis: Verwende das Resultat aus Beispiel 2(a) und entwickle es in eine Potenzreihe. Vergleiche diese

Potenzreihe mit der Darstellung (1).

5. Sei X ∼ N (0, σ2) mit σ2 ≥ 0.
Zeige für p ≥ 0

E[|X|p] =
2

p
2σp√
π

Γ

(
p+ 1

2

)
,

wobei Γ(s) =
∫∞
0 e−xxs−1 dx, s > 0, die Gamma-Funktion bezeichnet.
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