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Übungsblatt 6

1. Sei T eine beliebige Indexmenge mit T ∗ := supT , F = (Ft)t∈T eine Filtrierung und τ eine
F-Stoppzeit. Definiere

Fτ := {F ∈ FT ∗ | F ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft für alle t ∈ T}.

Zeige:

(a) Fτ ist eine σ-Algebra.

(b) Fτ = Ft, falls die Stoppzeit τ ≡ t konstant gleich t ∈ T ist.

2. Sei T eine beliebige Indexmenge, F = (Ft)t∈T eine Filtrierung.

(a) Seien σ, τ Stoppzeiten bzgl. F. Zeige, dass auch σ ∧ τ und σ ∨ τ Stoppzeiten bzgl. F sind.

(b) Sei (τn)n∈N eine Folge von F-Stoppzeiten und nehme τ := supn∈N τn nur Werte in
T := T ∪ {T ∗} an. Zeige, dass τ eine F-Stoppzeit ist.

3. Sei T eine beliebige Indexmenge, F = (Ft)t∈T eine Filtrierung und seien τ, σ Stoppzeiten bzgl.
F. Zeige:

(a) Aus σ ≤ τ folgt Fσ ⊆ Fτ .

(b) Fσ∧τ = Fσ ∩ Fτ .

4. Sei T eine beliebige Indexmenge, F = (Ft)t∈T eine Filtrierung und seien τ, σ Stoppzeiten bzgl.
F. Zeige:

(a) τ ist Fτ -messbar

(b) F ∩ {σ = τ} ∈ Fσ∧τ für alle F ∈ Fσ.

5. Seien τ1, . . . , τn Stoppzeiten. Definiere die Ordnungsstatistik (τ1:n, . . . , τn:n) punktweise durch

τk:n = max
I⊆{1,...,n}
|I|=n−k+1

min
i∈I

τi, k ∈ {1, . . . , n}.

Zeige, dass τk:n Stoppzeiten für alle k ∈ {1, . . . , n} sind, dass τ1:n ≤ · · · ≤ τn:n gilt und dass die
Mengen {τ1(ω), . . . , τn(ω)} und {τ1:n(ω), . . . τn:n(ω)} für alle ω ∈ Ω übereinstimmen.

6. Sei F := (Ft)t≥0 eine Filtrierung und definiere F+ := (Ft+)t≥0. Zeige:

(a) F+ ist eine rechtsstetige Filtrierung.

(b) Jede F-Stoppzeit ist auch eine F+-Stoppzeit
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