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1. Sei Φ eine gleichmäßig integrierbare Menge Rd-wertiger Zufallsvariablen auf dem Maßraum
(Ω,F , µ). Definiere Φ′ als Menge aller Rd-wertigen messbaren Zufallsfunktionen X auf (Ω,F),
für die ein Y ∈ Φ existiert, sodass ‖X‖ ≤ ‖Y ‖ µ-f.s. gilt.
Zeige, dass auch Φ′ gleichmäßig integrierbar ist.

2. Sei n ∈ N und Φ1, . . . ,Φn gleichmäßig integrierbare Mengen Rd-wertiger Zufallsvariablen auf
dem Maßraum (Ω,F , µ).
Zeige, dass

⋃n
i=1 Φi und {

∑n
i=1Xi | X1 ∈ Φ1, . . . , Xn ∈ Φn} gleichmäßig integrierbar sind.

3. Sei Φ eine nichtleere Menge Rd-wertiger Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P)
und sei ϕ : [0,∞)→ [0,∞) eine messbare Funktion, die limx→∞ ϕ(x)/x =∞ erfüllt.
Zeige, dass Φ gleichmäßig integrierbar ist, wenn supX∈Φ E[ϕ(‖X‖)] <∞ gilt.

4. Seien Y1, . . . , Yn unabhängige, reellwertige, quadratisch integrierbare Zufallsvariablen mit Erwar-
tungswert 0. Definiere S` =

∑`
k=1 Yk für alle ` ∈ {0, 1, . . . , n}.

Zeige die folgende Ungleichung für alle λ > 0

P[ max
`∈{1,...,n}

|S`| ≥ λ] ≤ 1

λ2

n∑
k=1

Var(Yk).

Hinweis: Verwende Beispiel 4 und 6 aus der 7. Übung und die Maximalungleichung.

5. Sei µ ein positives σ-endliches Maß auf den Borelmengen von (0,∞) und definiere Φ(x) :=
µ((0, x]) ∈ [0,∞] für alle x ≥ 0 und Φ(∞) := µ((0,∞)). Sei außerdem X eine [0,∞]-wertige
Zufallsvariable. Beweise, dass

E[Φ(X)] =

∫
(0,∞)

P[X ≥ x]µ(dx),

und folgere daraus, dass für alle p > 0

E[Xp] = p

∫
(0,∞)

xp−1P[X ≥ x] dx

gilt. Zeige, dass die Formeln auch mit P[X > x] anstatt von P[X ≥ x] gelten, wenn µ oder die
Verteilung von X keine Atome besitzt.

Hinweis: Wende den Satz von Fubini auf (µ⊗ P)
(
{(x, ω) ∈ (0,∞)× Ω |X(ω) ≥ x}

)
an.

6. Sei X eine Rd-wertige Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P) und (Xn)n∈N
eine Folge integrierbarer, Rd-wertiger Zufallsvariablen auf (Ω,F ,P). Zusätzlich sei G ⊆ F eine
Sub-σ-Algebra.

(a) Konvergiere Xn
L1

−→ X.

Zeige, dass auch E[Xn|G]
L1

−→ E[X|G] konvergiert.

(b) Konvergiere Xn
f.s.−−→ X.

Welche zusätzliche Bedingung benötigt man, damit E[Xn|G]
f.s.−−→ E[X|G] f.s. konvergiert?
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