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1. Dynkin Formel:
Sei (Ω,F ,Px), (X,W ), {Ft}t≥0 eine schwache Lösung von

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt, X0 = x ∈ Rd, (1)

wobei wir annehmen, dass σ auf kompakten Mengen beschränkt ist. Sei weiters τ eine Stoppzeit
mit Ex[τ ] <∞ und sei f ∈ C∞0 (Rd). Zeige

Ex
[
f(Xτ )

]
= f(x) + E

[∫ τ

0
Af(Xs) ds

]
,

wobei A der zu (1) gehörige Operator ist.

2. Sei A wieder der zu (1) gehörige Operator. Finde im Falle d = 1 alle Lösungen p : R→ R von

Ap(x) = 0.

Schreibe die Lösung im Falle b(x) ≡ b und σ(x) ≡ σ explizit auf.

3. Verwende für d = 1 die Notationen und Resultate aus Beispiel 1 und 2 um das Folgende zu
zeigen:
Sei I := (a, b) ⊆ R ein offenes Intervall mit x ∈ I und

τ := inf{t ≥ 0 : Xt /∈ I}.

Unter der Annahme, dass Ex[τ ] < ∞ gilt, bestimme Px(Xτ = a) und Px(Xτ = b). Betrachte
insbesondere den Fall, bei dem X eine Brownsche Bewegung ist.

4. Betrachte eine d-dimensionale Brownsche Bewegung W mit W0 = a ∈ Rd. Weiters sei KR ⊆ Rd
die offene Kugel mit Mittelpunkt 0 ∈ Rd und Radius R und τR := inf{t ≥ 0 : Wt /∈ KR}.
Verwende die Dynkin Formel um Ea[τR] zu bestimmen.
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