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1. Betrachte eine R-wertige, integrierbare Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,F ,P).

(a) Zeige, dass für alle ε > 0 ein δ > 0 existiert, sodass für alle A ∈ F gilt

P(A) < δ =⇒ E
[
|X|1A

]
< ε.

(b) Zeige, dass die Menge {
E[X |G] : G ist eine Sub-σ-Algebra von F

}
uniform integrierbar ist.

2. Sei Ω = {−1, 1}, F = P(Ω) und P ein Wahrscheinlickkeitsmaß auf (Ω,F) mit p := P({1}) ∈
(0, 12). Definiere weiters eine rechtsstetige Filtrierung {Ft}t≥0 durch Ft = {Ω, ∅} für t ∈ [0, 1)
und Ft = F für t ≥ 1, und einen Prozess X durch

Xt(ω) = ω1[1,∞)(t), t ≥ 0 und ω ∈ Ω.

Zeige:

(a) X ist ein càdlàg Supermartingal und gehört zur Klasse D. Skizziere die Pfade von X.

(b) Für alle c ∈
[ p
1−p , 1

]
gibt es eine Zerlegung X = M −A, wobei M ein càdlàg Martingal ist,

mit

Mt(ω) = c
1 + ω − 2p

2p
1[1,∞)(t), t ≥ 0 und ω ∈ Ω,

und A ein zugehöriger wachsender càdlàg Prozess ist.

3. Sei Ω = (0, 1) das offene Einheitsintervall, F = B(0, 1) und P das Lebesgue-Maß auf Ω. Für t ≥ 0
und ω ∈ Ω definiere

Xt(ω) =
1

1− t
1[0,ω)(t),

und

Ft =

{
{F ∈ F|F ⊆ (0, t] oder F c ⊆ (0, t]} t ∈ [0, 1),

F t ≥ 1.

Zeige:

(a) (Ft)t≥0 ist eine rechtsstetige Filtrierung.

(b) (Xt)t≥0 is ein nicht-negativer Prozess mit rechtsstetigen Pfaden und ist adaptiert an (Ft)t≥0.
Skizziere auch die Pfade von X.

(c) (Xt)t∈[0,1) ist ein Martingal und (Xt)t≥0 ist ein Supermartingal.

4. Fortsetzung von Beispiel 3.
Für das Submartingal Yt := −Xt, t ≥ 0, zeige

(a) (Yt)t∈[0,1) ist nicht gleichmäßig integrierbar und (Yt)t≥0 gehört nicht zur Klasse DL.

(b) (Yt)t≥0 hat keine Doob-Meyer-Zerlegung.
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