Ubungsblatt 12 zu AKFVM Stochastische Analysis 2, SS14 1. Cetin Giiliim, Arpad Pinter

1. Betrachte eine R-wertige, integrierbare Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F,P).

(a) Zeige, dass fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, sodass fiir alle A € F gilt

P(A)<d = E[X[14] <e

(b) Zeige, dass die Menge
{E[X |G] : G ist eine Sub-o-Algebra von F}

uniform integrierbar ist.

2. Sei Q = {-1,1}, F = P(Q) und P ein Wahrscheinlickkeitsmafl auf (2, F) mit p := P({1}) €
(0, %) Definiere weiters eine rechtsstetige Filtrierung {F;}i>0 durch 7 = {Q,0} fiir ¢t € [0,1)
und F; = F fiir t > 1, und einen Prozess X durch

Xi(w) = wljo)(t), t>0undw e Q.

Zeige:
(a) X ist ein cadlag Supermartingal und gehort zur Klasse D. Skizziere die Pfade von X.

(b) Fiir alle ¢ € [%, 1] gibt es eine Zerlegung X = M — A, wobei M ein cadlag Martingal ist,

mit
1+w—2p
c—1 =

2p
und A ein zugehdriger wachsender cadlag Prozess ist.

3. Sei 2 = (0, 1) das offene Einheitsintervall, F = B(0, 1) und P das Lebesgue-Maf auf Q. Fiir t > 0
und w € § definiere

Mi(w) = L1,00)(t), t>0und w e,

und

7 - {F € F|F C (0,t] oder F° C (0,t]} te][0,1),
F t>1.
Zeige:
(a) (Ft)e>0 ist eine rechtsstetige Filtrierung.

(b) (X¢t)>0 is ein nicht-negativer Prozess mit rechtsstetigen Pfaden und ist adaptiert an (F;)¢>o.
Skizziere auch die Pfade von X.

(¢) (Xt)iep,1) ist ein Martingal und (X;)¢>o ist ein Supermartingal.

4. Fortsetzung von Beispiel 3.
Fiir das Submartingal Y; := —X;, t > 0, zeige

(a) (Y2)ielo,1) ist nicht gleichméfBig integrierbar und (Y:):>0 gehort nicht zur Klasse DL.
(b) (Yi)t>0 hat keine Doob-Meyer-Zerlegung.
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