Ubungsblatt 3 zu AKFVM Stochastische Analysis 2, SS14 1. Cetin Giiliim, Arpad Pinter

1. Beweise Ungleichung (9.2) auf Seite 388 von Karatzas-Shreve: Brownian Motion and Stochastic
Calculus:

t
E[th(’““)m < 9E[||¢]2] + 9(T + 1)K2/ (1 +E[[\X§k>H2D ds, te[0, 7. (1)
0
Dabei ist X(© = ¢ und fiir k € Ny ist

t t
Xt(’““)_§+/0 b(s, XM) ds+/0 o (s, X)) aw.

Dabei ist K > 0 die Konstante aus der linearen Wachstums- und Lipschitzbedingung:

Hb(t,x) — b(t,y)H + Ha(t, x) — J(t,y)H < KH;E — yH,
o )* + ot o)|* < K21+ [l2]?), x.y €R?, ¢ 0.

2. Betrachte folgende eindimensionale stochastische Differentialgleichung (SDE):
dXt == f(t, Xt)dt + C(t)Xtth, XO =, (2)

wobei f: RxR — Rund ¢: R — R stetige (deterministische) Funktionen sind. Weiters definiere
einen integrierenden Faktor F durch

t 1 t
F, = exp(—/ c(s) dWs + 2/ c(s)? ds), t >0,
0 0

und sdefiniere Y; := F; X;.
(a) Zeige
dYy = Fif(t, Xy)dt.
(b) Fixiere w € Q. Zeige, dass die Funktion ¢ — Y;(w) folgende gewohnliche Differential-
gleichung (ODE) erfiillt.
dYi(w)
dt

Hier wird w € 2 als Parameter interpretiert. Erklidre wie man aus einer Losung von (3) zu
einer Losung von (2) kommt.

= F(w) f(tF 7 (@)Yi(w), Yolw) =z, (3)

3. Verwende die Methode aus Beispiel 2 und lése die folgenden SDEs. Uberpriife vorher, ob die
Voraussetzungen aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz erfiillt sind.

(a) 1
dX; = ?dt 4+ aXiy dWy, Xog=x2>0, aeR.
t

(b)
dXt =\ Xtdt + O[Xtth, XO =x > O, a e R.

4. Begriinde, warum die folgende SDE eine eindeutige starke Losung hat:

1
dX; = (\/1+ X} + §Xt)dt + Mth, Xo =0.

Bestimme diese Lésung.
Hinweis: Mache den Ansatz X; = f(t,W;) und verwende die It6-Formel, um ODEs fiir f zu
erhalten.
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