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1. Betrachte die SDE
dXt = rtXtdt+ σdWt, X0 = x.

(a) Überprüfe die Voraussetzungen aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz und bestimme
eine starke Lösung.

(b) Angenommen rt = r für alle t > 0. Bestimme E[X] und Var(X).

Hinweis für (a): Betrachte den Prozess Yt = e−RtXt, wobei Rt durch dRt = rtdt, R0 = 0 gegeben
ist.

2. Begründe die Existenz und Eindeutigkeit starker Lösungen der folgenden SDEs und bestimme
diese.
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3. Sei W = (W 1, . . . ,W d) eine d-dimensionale Brownsche Bewegung. Betrachte die eindeutige
starke Lösung X = (X1, . . . , Xd) der SDEs

dXi
t = bXi

tdt + σdW i
t , Xi

0 = xi, i = 1, . . . , d.

Definiere einen Prozess Y durch
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und sei der Anfangsvektor (x1, . . . , xd) 6= (0, . . . , 0).
Zeige, dass der Prozess B, definiert durch
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eine Brownsche Bewegung ist.

4. Ziel dieses Beispiels ist es eine Lösung der eindimensionalen SDE

dYt =
(dρ2

4
+ βYt

)
dt+ ρ

√
YtdBt, Y0 = y ≥ 0,

herzuleiten, wobei wir d ∈ N voraussetzen.

(a) Zeige, dass die Voraussetzungen aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz nicht erfüllt sind.

(b) Zeige, dass die Voraussetzungen des Satzes von Yamada-Watanabe (siehe Karatzas-Shreve,
S. 291) erfüllt sind.

(c) Sei B definiert wie in (2), mit geeigneten Werten für b und σ. Zeige, dass dann (1) die SDE
löst.
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