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Übungsblatt 1

1. (a) Seien k ∈ N, α1, . . . , αk, β > 0 und X1, . . . , Xk unabhängige, gammaverteilte Zufallsvaria-
blen mit Xi ∼ Γ(αi, β) für alle i ∈ {1, . . . , k}.
Zeige, dass X :=

∑k
i=1Xi ebenfalls gammaverteilt ist. Genauer gilt

X ∼ Γ

(
k∑
i=1

αi, β

)
.

(b) Sei Y ∼ N (0, σ2Id) mit σ > 0 und d ∈ N.
Zeige, dass

‖Y ‖22 ∼ Γ

(
d

2
,

1

2σ2

)
gilt.

Hinweis zu (b): Zeige die Aussage zuerst für d = 1. Die Tatsache Γ( 1
2 ) =

√
π könnte dabei hilfreich sein.

2. (a) Sei X ∼ Γ(α, β). Zeige, für γ ∈ (−α,∞) und ρ ∈ (−∞, β) gilt

E[XγeρX ] =
Γ(α+ γ)

βγΓ(α)

(
1− ρ

β

)−(α+γ)
(1)

(b) Sei Y ∼ N (0, σ2Id) mit σ ≥ 0 und d ∈ N.
Zeige mit Hilfe von (1):

(i) Für p > −d gilt

E
[
‖Y ‖p2

]
= (
√

2σ2)p
Γ
(
d+p
2

)
Γ
(
d
2

) .

(ii) Für 2σ2ρ < 1 gilt

E
[

exp(ρ‖Y ‖22)
]

=
1

(
√

1− 2σ2ρ)d
.

3. Sei M = (Mt)t≥0 ein stetiges, quadratisch-integrierbares Martingal mit M0 = 0.
Zeige:

(a) E
[
M2
t

]
= E

[
[M ]t

]
für alle t ≥ 0.

(b) Für M ∈M2 gilt ‖M‖M2 = E
[
[M ]∞

]
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