Stochastische Analysis 2, SS15 Arpad Pinter

Ubungsblatt 2

1. Sei I C R ein Intervall und F: I — R eine Funktion.
(a) Zeige die Identitét: Vr(I) = VL) + Va(I).
Habe F' zusétzlich lokal endliche Variation.
(b) Zeige, dass V%i)([a, b]) < oo fiir alle a,b € I mit a < b.
(c) Zeige die Jordan-Zerlegung: F(b) — F(a) = Vi([a,b]) — Vi([a, b]).

2. Sei M ein stetiges lokales Martingal, N eine lokal beschrénkter Prozess und 7 eine F*-Stoppzeit.
Zeige, falls M7 = 0 bis auf Ununterscheidbarkeit gilt, dann ist N™ M ein stetiges lokales Martingal
und es gilt [N”M] = (N7)2[M] bis auf Ununterscheidbarkeit.

Hinweis: Vergleiche mit Lemma 4.28 und dessen Beweis aus den Vorlesungsunterlagen.

3. Sei B = (B¢)i>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung und die Stoppzeit 7 := inf{t >
0: B; = —1} gegeben. Definiere den Prozess M = (M;);[o,1] durch

ay oo L By fixie(on),
0 fiir ¢t € [1, 00).

M ist bzgl. einer entsprechenden Filtration F/ bekanntlich ein stetiges lokales Martingal (falls
die Nullmenge {7 = oo} aus dem Wahrscheinlichkeitsraum entfernt wird).
Zeige, die quadratische Variation von M erfiillt bis auf Ununterscheidbarkeit

1-t>

[ TA{L, firtel0,1),
[M]e = { T, fiir ¢t € [1, 00).

4. Sei X ein stetiges Semimartingal mit kanonischer Darstellung X = M + A, wobei M ein steti-
ges lokales Martingal und A ein stetiger, adaptierter Prozess mit lokal endlicher Variation mit
Ay = 0 ist.

(a) Sei V € L(A). Zeige

t
Vf(jVsdAs([Oat]):/O V| dVa(s), teR,.

(b) Sei V € L(X). Zeige, dass [, Vs dX, wieder ein stetiges Semimartingal ist mit kanonischer

Darstellung
/Vsts:/ VSdMs+/ Vs dAs.
0 0 0
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Hinweis zu m: Bezeichne F(t) := fot Vs dAs und iberlege dir mit Hilfe von E| tirt >0

F = [van= ([viaie s [veane) ([ vase s [ veae)
= Vi) ~ V(o)

Auferdem bezeichne up und pa die (signierten) Mafe von F bzw. A. Fir die entsprechenden Mafe gilt
dann, mit B € B(RT),

pur(B) = (/Bv+dvj+/]3v—w;) —(/BV‘deg+/BV_de§)
Vi(B) - Ve(B)

Folgere aus der Eindeutigkeit der Hahn-Zerlegung die Aussage, mit der Wahl B = [0,t] und unter Ver-

wendung von |{(a)

5. Seien X und Y stetige Semimartingale. Bezeichne S den Raum der stetigen Semimartingale
beschreibt (wobei ununterscheidbare Prozesse miteinander identifiziert werden).

(a) Zeige, dass L(X) und S Vektorrdume sind.
(b) Zeige, dass die Abbildung ¥: L(X) — S,V +— V - X linear ist.

(c) Fir o, € Rund V € L(X) N L(Y) zeige, dass auch V € L(aX + YY) ist und bis auf
Ununterscheidbarkeit gilt

Vi(@X+8Y)=a(V-X)+8(V-Y).

Hinwets zu .' Verwende Lemma 4.61 aus den Vorlesungsunterlagen.
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