Stochastische Analysis 2, SS15 Arpad Pinter

Ubungsblatt 7

1. Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.
Betrachte die eindimensionale SDE

dX; = (b—aXy) dt+odWy, t>0
Xo =,
mit den Parametern a > 0,0 € R, ¢ > 0 und = € R.
(a) Zeige, dass eine eindeutige Losung der SDE existiert.
(b) Finde die Losung X dieser SDE.
(c¢) Bestimme E[X{] und Cov(Xy, X) fiir ¢ > 0.

Hinweis zu l@] Definiere den stochastischen Prozess Y; := e X;, t > 0, und wende die Ito-Formel darauf

an.

2. Brownsche Briicke.
Fiir gegebenes a,b € R betrachte folgende stochastische Differentialgleichung
b— Xy

1—t

dX, = dt +dW,, te[0,1),
Xg =a.
(a) Zeige, dass
Xt—a(l—t)+bt+(1—t)/0t1:9dW5, te o),
die eindeutige Losung von ist.
(b) Bestimme den fast sicheren Grenzwert lim; ~ X;.

Hinweis zu : Wende die Ito-Formel auf den stochastichen Prozess (%)te[o,l) an und verwende die
Regel von L’Hospital.

3. Begriinde, warum die folgende SDE eine eindeutige Losung hat

1
dX; = <M+ 2Xt> dt + Mth, Xo =0,

und bestimme diese Losung.

Hinweis: Mache den Ansatz X; = f(t, W) mit einer Funktion f € C?(R?) und verwende die Ito-Formel,
um ODEs fiir f zu erhalten.
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4. Betrachte folgende eindimensionale stochastische Differentialgleichung (SDE)

dX; = f(t, Xy)dt + c(t)X; dWy, >0,

Xo— . (2)

wobei f: RXxR — Rund c¢: R — R stetige (deterministische) Funktionen sind. Weiters definiere
einen integrierenden Faktor F durch

t 1 t
Fy,=&(—c-W) =exp <—/ c(s) dWs + 2/ c(s)? ds> , t>0,
0 0
und definiere Y; := F; X;.
(a) Zeige, dass Y die folgende SDE erfiillt

dY, = Fif(t, X)dt, t>0
Yo=1=.

(b) Fixiere w € €. Zeige, dass die Funktion ¢ — Y;(w) folgende gewohnliche Differentialglei-
chung (ODE) erfiillt

dYC}iiw) = Fi(w) - f(t, Ft(w)_li/}(w)), £>0

Yo(w) = x.

3)

Hier wird w €  als Parameter interpretiert. Erklire wie man aus einer Losung von (3]) zu
einer Losung von kommt.

5. Verwende die Methode aus Beispiel |4 und 1ése die folgenden SDEs. Uberpriife vorher, ob die
Voraussetzungen aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz erfiillt sind.
Sei @ € R und z € (0, 0).

(a) .
dXt = Ydt—i-CKXt th, X() =x.
t

(b)
dX; =V Xedt + a Xy dW;,  Xo = .

Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir SDE.
SeiT > 0, seien b: [0, T]xR™ = R™ und o: [0, T] xR"™ — R"*™ messbare Funktionen, die folgende Bedingungen
erfillen:

1. Wachstumsbedingung
[1b(t, )|z + lo(t,2)|]2 < C(1+ [|lz]l2) Vz € R™,t € [0,T],
2. Lipschitzbedingung (in der zweiten Variable)
16(t, 2) = b(t,y)ll2 + ot 2) = ot y)l2 < D]z —yll2 Vz,y e R", 1 €[0,T].

Sei Z € L*(2, Fo,P) und (Wi)iepo,1) eine m-dimensionale Brownsche Bewegung bzgl. (Fy)iepo,1)-
Dann existiert eine P-f.s. eindeutige Losung der SDE

dX, = b(t, X)) dt + o(t, X;) dW,, t€[0,T),
Xo=27

mit stetigen Pfaden.
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