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1. (yt) sei ein AR(1) Prozess definiert durch:

yt = −2yt−1 + εt

wobei (εt) ein weißes Rauschen mit Varianz Eε2t = 1 ist. (Achtung | − 2| > 1!)

(a) Berechnen Sie die Autokovarianzfunktion γ(k), k = 0, 1, . . . von (yt).

(b) Verwenden Sie die Yule-Walker Gleichungen, um eine AR(1) Darstellung der Form

yt = ayt−1 + ηt

mit |a| < 1 zu erhalten. (Berechnen Sie a und die Varianz des weißen Rauschen (ηt).)

(c) Berechnen Sie die Einschritt Prognose yt+1|t,1 und die entsprechende Prognosefehler-Varianz σ2
1,1.

.

2. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) mit einer Filtration (Fn)n∈N und ein adaptierter
stochastischer Prozeß (Xn)n∈N. Weiters sei durch

Yn = 1 +
n∑

k=1

Yk−1∆Xk

ein weiterer Prozeß (Yn)n∈N, wobei ∆Xk = Xk −Xk−1. Wir setzen voraus, daß E[|Yn|] < ∞ ∀n ∈ N
gilt.

(a) Zeigen/begründen Sie, daß (Yn)n∈N bezüglich (Fn)n∈N adaptiert ist.

(b) Zeigen Sie: Ist X ein Martingal, dann auch Y .

(c) Angenommen X ist ein Martingal. Berechnen Sie E[Yn].

(d) Angenommen X ist kein Martingal, besitzt aber die Doob-Zerlegung X = M + A, wobei M ein
Martingal und A vorhersehbar ist. Bestimmen Sie dann die Doob-Zerlegung Y = N + B, wobei
N ein Martingal und B vorhersehbar sein soll.

(e) Drücken Sie Yn ohne Rekursion durch ∆X1, . . . ,∆Xn aus. Hinweis: Betrachten Sie die Inkremente
von Y .

3. (εt) sei weißes Rauschen mit Varianz Eε2t = 1. Betrachten Sie folgende Differenzengleichungen:

(a) yt = −yt−1

(b) yt = −yt−1 + εt

(c) yt = −yt−1 + εt + εt−1

(d) yt = −yt−1 − (3/16)yt−2

(e) yt = −yt−1 − (3/16)yt−2 + εt

Existiert eine stationäre Lösung (yt) und wenn ja, ist diese eindeutig? .

4. Gegeben seien zwei unabhängige standard Brownsche Bewegungen (X(t), t ≥ 0) und (Y (t), t ≥ 0),
adaptiert zu einer Filtration (F(t), t ≥ 0), sowie eine Zahl ρ ∈ [−1, 1].

(a) Ist X(t)2 ein Martingal, ein Sub- oder ein Supermartingal? (Kurze Begründung)

(b) Sei S(t) = ρX(t) +
√

1− ρ2Y (t). Berechnen Sie E[S(t)] und V ar[S(t)].

(c) Ist S eine Brownsche Bewegung? (Begründung)

(d) Ist Z(t) = X(t)Y (t) ein Martingal? (Begründung)

(e) Angenommen f : R+ → R ist eine beschränkte stetige Funktion und 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn.
Welche Verteilung hat die Zufallsvariable

U =
n∑

k=1

f(tk−1)∆X(tk),

wobei ∆X(tk) = X(tk)−X(tk−1). Geben Sie auch E[U ] und V ar[U ] an.
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