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1. (yt) sei ein ARMA(1,1) Prozess
yt = ayt−1 + εt + bεt−1

wobei |a| < 1, |b| < 1 und (εt) ein weißes Rauschen mit Eε2t = 1 ist.

(a) Berechnen Sie die (kausale) MA(∞) Darstellung des Prozesses (yt), d.h. geben Sie eine Darstellung
von (yt) als yt =

∑∞
k=0 b̄kεt−k. (Welche der obigen Annahmen ist wesentlich für die Existenz dieser

Darstellung?)

(b) Berechnen Sie die Autokovarianzfunktion γ(k) (als Funktion der Parameter a, b).

(c) Berechnen Sie die Einschritt Prognose yt+1|t,1 (d.h. die Prognose von yt+1 aus yt) und die ent-
sprechende Prognosefehler-Varianz σ2

1,1.

Hinweis für (a) und (b): Sie können z.B. die MA(∞) Darstellung des AR(1) Prozesses zt = azt−1 + εt

und die Identität yt = zt + bzt−1 verwenden.

2. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) mit einer iid Folge von N(0, 1)-Zufallsvariablen
(Xn)n≥1. Sei (Sn)n≥0 die entsprechende Irrfahrt, also

S0 = 0, Sn =
n∑

k=1

Xk (n ≥ 1)

und (Fn)n≥0 die von (Sn)n≥0 erzeugte Filtration.

(a) Sei Yn = exp(Sn). Berechnen Sie E[Yn|Fn−1].

(b) Zeigen oder begründen Sie sorgfältig: Der Prozeß (Ln)n≥0 ist ein Martingal, ein Submartingal,
ein Supermartingal, oder überhaupt kein Smartingal, wobei

L0 = 0, Ln =
n∑

k=1

∆Yk

Yk−1
(n ≥ 0)

mit ∆Yk = Yk − Yk−1.

(c) Finden Sie eine möglichst einfache Darstellung für den vorhersehbaren Anteil in der Doob-Zerlegung
von (Ln).

(d) Sei

Rn = 1 +
n∑

k=1

Rk−1∆Lk.

Finden Sie eine möglichst einfache Beziehung zwischen Rn und Yn.

3. In dieser Aufgabe soll ein Filter zur Schätzung der Trendkomponente einer Zeitreihe entwickelt werden.
Betrachten Sie dazu Filter der Form b(L) = b−1L

−1 + b0 + b1L, wobei L wie üblich den Lag-Operator
bezeichnet.

(a) Welche Bedingungen müssen die Koeffizienten b−1, b0, b1 erfüllen, damit der Filter einen linearen
Trend nicht verändert? D.h. für alle linearen Trend-Funktionen mt = µ0 +µ1t mit µ0, µ1 ∈ R soll
b(L)mt = b−1mt+1 + b0mt + b1mt−1 = mt gelten.

(b) Zeigen Sie, dass die Transferfunktion b(z) = b−1z
−1 + b0z

0 + b1z des Filter dann für z = exp(−iλ)
gegegeben ist durch

b(exp(−iλ)) = b−1 exp(iλ) + b0 exp(−i0λ) + b1 exp(−iλ) = 1 + 2b−1(cos(λ)− 1)

(c) Wieso ist b−1 = 1/4 eine ,,vernünftige” Wahl?

4. (a) Gegeben sei eine standard Brownsche Bewegung (B(t), t ∈ R+). Gibt es Zahlen a ∈ R und
c ∈ R+ \ {0}, sodass X(t) = aB(ct) eine standard Brownsche Bewegung ist (abgesehen vom
Trivialfall a = 1, c = 1)? Wenn ja, geben Sie an welche, wenn nein, geben Sie eine Begründung!

(b) Gegeben sei ein standard Poisson Prozeß (N(t), t ∈ R+) mit Intensität λ > 0. Gibt es Zahlen
a ∈ R und c ∈ R+ \ {0}, sodass Y (t) = aN(ct) eine standard Poissonprozeß mit Intensität λ ist
(abgesehen vom Trivialfall a = 1, c = 1)? Wenn ja, geben Sie an welche, wenn nein, geben Sie
eine Begründung!
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(c) Sei Ñ(t) = N(t)− λt der kompensierte Poissonprozeß, n ≥ 1 eine natürliche Zahl und tk = k/2n

für k ≥ 0. Zeigen bzw. begründen Sie, dass (Vn)n∈N mit

Vn =
n∑

k=1

Ñ(tk−1)(Ñ(tk)− Ñ(tk−1))

ein Martingal ist.

(d) Finden Sie möglichste einfache Ausdrücke für den Erwartungswert und die Varianz von Vn.
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