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1. (y¢) sei ein ARMA(1,1) Prozess
Yt = ayr—1 + € + ber

wobei |a| < 1, |b] < 1 und (€;) ein weiles Rauschen mit Ee? = 1 ist.
(a) Berechnen Sie die (kausale) MA (oo) Darstellung des Prozesses (y:), d.h. geben Sie eine Darstellung

von (yi) als yy = > poy bre:_ 1. (Welche der obigen Annahmen ist wesentlich fiir die Existenz dieser
Darstellung?)

(b) Berechnen Sie die Autokovarianzfunktion (k) (als Funktion der Parameter a,b).

(c) Berechnen Sie die Einschritt Prognose y;,1j;1 (d.h. die Prognose von y;y1 aus y;) und die ent-
sprechende Prognosefehler-Varianz o%’l.

Hinweis fiir (a) und (b): Sie kénnen z.B. die MA(oco) Darstellung des AR(1) Prozesses z; = azi—1 + €
und die Identitédt y; = 2¢ + bz;—1 verwenden.

2. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit einer iid Folge von N(0, 1)-Zufallsvariablen
(Xn)n>1- Sei (Sp)n>o0 die entsprechende Irrfahrt, also

S():O, Sn:ZXk (TLZI)
k=1

und (F,)n>0 die von (Sp)n>0 erzeugte Filtration.

(a) Sei Y, = exp(S,). Berechnen Sie E[Y,|F,_1].

(b) Zeigen oder begriinden Sie sorgfiltig: Der Prozel (Ly,),>0 ist ein Martingal, ein Submartingal,
ein Supermartingal, oder iiberhaupt kein Smartingal, wobei

" AY;
° 2y 7Y
mit AYk = Yk — Yk71~
(¢) Finden Sie eine méglichst einfache Darstellung fiir den vorhersehbaren Anteil in der Doob-Zerlegung
von (Ly,).
(d) Sei

R,=1+ ZRk_lALk.
k=1

Finden Sie eine moglichst einfache Beziehung zwischen R,, und Y;,.

3. In dieser Aufgabe soll ein Filter zur Schitzung der Trendkomponente einer Zeitreihe entwickelt werden.
Betrachten Sie dazu Filter der Form b(L) = b_; L~! + by + b L, wobei L wie iiblich den Lag-Operator
bezeichnet.

(a) Welche Bedingungen miissen die Koeffizienten b_1, bg, by erfiillen, damit der Filter einen linearen
Trend nicht verdndert? D.h. fiir alle linearen Trend-Funktionen m; = po + 1t mit po, 1 € R soll
b(L)ms = b_ymyy1 + bomy + bymy—1 = my gelten.

(b) Zeigen Sie, dass die Transferfunktion b(z) = b_127 + bg2" + b1 2 des Filter dann fiir z = exp(—il)
gegegeben ist durch

b(exp(—iN)) = b_1 exp(i\) 4 bg exp(—i0A) + by exp(—iA) = 1+ 2b_1(cos(A) — 1)

(c) Wieso ist b_; = 1/4 eine ,,verniinftige” Wahl?

4. (a) Gegeben sei eine standard Brownsche Bewegung (B(t),t € R;). Gibt es Zahlen ¢ € R und
¢ € Ry \ {0}, sodass X(t) = aB(ct) eine standard Brownsche Bewegung ist (abgesehen vom
Trivialfall a = 1, ¢ = 1)? Wenn ja, geben Sie an welche, wenn nein, geben Sie eine Begriindung!

(b) Gegeben sei ein standard Poisson Prozel (N(t),t € Ri) mit Intensitdt A > 0. Gibt es Zahlen
a € R und ¢ € Ry \ {0}, sodass Y (t) = aN(ct) eine standard Poissonproze mit Intensitidt A ist
(abgesehen vom Trivialfall a = 1, ¢ = 1)? Wenn ja, geben Sie an welche, wenn nein, geben Sie
eine Begriindung!



(c) Sei N(t) = N(t) — Mt der kompensierte PoissonprozeB, n > 1 eine natiirliche Zahl und t; = k/2"
fiir k > 0. Zeigen bzw. begriinden Sie, dass (V,,)nen mit

Vi =D N(tr-1)(N(t) = N(ty-1))
k=1

ein Martingal ist.

(d) Finden Sie moglichste einfache Ausdriicke fiir den Erwartungswert und die Varianz von V,.



