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Y
Y = (3/2)yi—1 + Yi—2
Y = (3/2)yt—1 + yr—2 + &

Existiert eine stationire Losung (y;)? Ist die stationére Losung (wenn sie existiert) eindeutig? Ist die
stationdre Losung (wenn sie existiert und eindeutig ist) kausal? Begriinden Sie Ihre Antwort.

. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (£2, F, P) mit einer iid Folge (X,,)n>1 von N (0, 1)-Zufallsvariablen.
Sei (Sp)n>0 die entsprechende Irrfahrt, also

So=0, Sp=> X, (n>1)
k=1

und (F,)n>0 die von (S,)n>0 erzeugte Filtration.

(a) Sei Y, = exp(—Sy). Berechnen Sie E[Y,,|F,_1].

(b) Zeigen oder begriinden Sie sorgféltig: Der Prozef (Ly,),>0 ist ein Martingal, ein Submartingal,
ein Supermartingal, oder iiberhaupt kein Smartingal, wobei

Loy=0, L,=Y S_1AY: (n>0)
k=1
mit AYk = Yk — Yk71~
(c) Sei
Ry=0, R,=L,1 (n>1).
Finden Sie eine moglichst einfache Darstellung der Doob-Zerlegung von R.
. (z¢) und (y;) seien zwei unkorrelierte stationiire Prozesse mit Erwartungswert 0. Das heifit, Exz; =
Ey; = 0 und Exy, = 0 fiir alle t,s € Z. Weiters sei v;; = Exsr2; und 'yg = Eyiyry: die ACF von
(z1) bzw. (y¢).
Wir definieren einen neuen Prozess (z;) mit
R2s = s
R2s+1 = Ys

fiir s € Z. Zeigen Sie:

(a) (z:) ist stationdr dann und nur dann, wenn v§ =~} fiir alle k € Z.
(b) Wenn (z;) und (y¢) MA Prozesse (mit identischer ACF ~f = ~/) sind, dann ist auch (z;) ein MA

Prozess.
(c) Wenn (z;) und (y;) AR Prozesse (mit identischer ACF ~§ = +/) sind, dann ist auch (z;) ein AR
Prozess.

. Gegeben sei eine reelle Zahl A > 0 und ein stationéirer Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (X (¢),t € R) mit
E[X(t)] =0, Cov[X(s),X(t)] =e M=l

fir allet € R und s € R.
Wir konstruieren fiir eine beliebige reelle Zahl a € R aus diesem Prozess in stetiger Zeit einen Prozess
in diskreter Zeit (wy,,n € Z) durch

wy, =X(n) —aX(n—1) n € Z.

(a) Berechnen Sie E[w,] und Cov]wy,, wn4+p] fir n € Z und h € Z.
(b) Zeigen Sie, dass es genau eine Zahl a € (0,1) gibt, sodass (w,) ~ WN(c?) und geben Sie o2 an.

A

Hinweis: Unter Umstédnden ist es vorteilhaft bei der Rechnung 3 = e™" einzufiihren.



