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1. Ay, Ag seien zwei Zufallsvariable mit Erwartungswert EA; = u;, Varianz Var(4;) = 01.2 und einer
Kovarianz Cov(A4;, A2) = 012. Betrachten Sie den Prozess

g =104, + (=1)f Ay, t € Z

(a) Berechnen Sie den Erwartungswert Ey, und die Kovarianz Cov(yi4, y:) fiir ¢, k € Z.

(b) Fiir welche Parameterwerte pi1, 1o, 0,05 und o9 ist der Prozess (y;) schwach stationir?

2. Sei {W(t) : t > 0} eine Brownsche Bewegung, {F(¢) : ¢ > 0} die von ihr erzeugte Filtration, und seien
0 < t; <ty fest vorgegebene Zahlen.
(a) Berechnen Sie E[W (t1)2W (t2)|F(t)]. Unterscheiden Sie dabei t > tg, t; <t <tg, 0 <t < t5.
(b) Sei
Z(t) = g (OW([H]), t=0,
wobei |.] wie iiblich die Abrundungsfunktion (Gaufi-Klammer) und 1j 3)(.) die Indikatorfunktion
des Intervalls [0, 3) bezeichnet.!
Skizzieren Sie einen typischen Pfad (i) von {W(¢) : ¢ > 0} und (ii) von {Z(¢) : t > 0} fiir 0 < ¢ < 3.
Verwenden Sie bitte moglichst die Koordinatensysteme auf der néchsten Seite.

(c) Begriinden Sie sorgfiltig, warum der Prozess {Z(t) : t > 0} in M3, liegt. (Zufillige Treppen-
funktion, Bezeichnung wie in Vorlesung bzw. Buch.)

(d) Wir betrachten nun das stochastische Integral

Y(t) = /0 Z(s)dW (s),

Finden Sie einen moglichst einfachen Ausdruck fiir Y(2) und Y'(3) ! (,,Rechnen Sie das Integral
fiir t =2 und ¢t = 3 aus!”)

(e) Berechenen Sie F[Y(3)?] mit der It6-Isometrie.?

3. Sei (7, )n>1 eine iid Folge von exponentialverteilten Zufallsvariablen mit E[n,] = 1. Weiters sei
Go=]]m (=1
k=1
(a) Ist (£2),>1 ein Martingal, ein Submartingal, ein Supermartingal, oder iiberhaupt kein Smartingal?

(Begriindung!)

(b) Begriinden Sie sorgfiltig, warum (&,),>1 ein Martingal ist.

2
(1) |

(d) Geben Sie eine einfache nichttriviale® obere Schranke fiir P [r]&ax & > 2] an.

(¢) Finden Sie eine obere Schranke fiir £

1
(e) Ist <) ein Martingal, ein Submartingal, ein Supermartingal, oder iiberhaupt kein Smar-
n/ p>1

tingal? (Begriindung!)

4. (e) sei weiBes Rauschen mit Varianz Ee? = 1. Weiters sind zwei lineare Filter a(L) = 1 + L und
b(L) = 1 — L gegegeben. (L ist der Lag-Operator.) Betrachten Sie die folgenden MA Prozese und
berechnen Sie deren Auto-Kovarianzfunktion ~(k):

IFiir eine reelle Zahl z ist |z die grofte ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist:

lz] = max k.
kEZ,k<z

2Vertauschen von Integral und Erwartungswert nach dem Satz von Fubini miissen Sie (bei dieser Priifung) nicht streng
rechtfertigen.
3D.h. P(...) <1 oder schlechter gilt nicht!
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Abbildung 1: Pfad von W

Abbildung 2: Pfad von Z



