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1. (yt) sei ein AR(4) Prozess:
yt = 0.5yt−4 + εt

wobei (εt) ein weißes Rauschen mit Varianz Eε2t = 1 ist.

(a) Erfüllt dieses AR Modell die Stabilitätsbedingung?

(b) Berechnen Sie bitte die stationäre Lösung (yt), d.h. stellen Sie (yt) als MA(∞) Prozess dar:
yt =

∑∞
j=0 bjεt−j .

(c) Berechnen Sie die Autokovarianzfunktion γ(k) von (yt).

2. Gegeben sei eine iid Folgen von Zufallsvariablen (Xn)n≥1, wobei

P [Xn = 2] =
1

2
, P [Xn = 0] =

1

2
, n ≥ 1.

Weiters sei

Mn =

n∏
i=1

Xi, n ≥ 1.

Es bezeichen (FX
n )n≥1 die von (Xn)n≥1 erzeugte Filtration und Es bezeichen (FM

n )n≥1 die von (Mn)n≥1
erzeugte Filtration, also

FX
n = σ(X1, . . . , Xn), FM

n = σ(M1, . . . ,Mn), n ≥ 1.

(a) Ist (Mn)n≥1 ein Martingal, ein Submartingal, ein Supermartingal, oder gar kein Smartingal
bezüglich (FX

n )n≥1 ? (Sorgfältige Begründung!)

(b) Ist (Mn)n≥1 ein Martingal, ein Submartingal, ein Supermartingal, oder gar kein Smartingal
bezüglich (FM

n )n≥1 ? (Begründung!)

(c) Zeigen Sie, dass die beiden Filtrationen nicht übereinstimmen. Hinweis: Finden Sie ein Ereignis
in FX

2 , das nicht in FM
2 liegt.

(d) Geben Sie eine einfache nichttriviale1 obere Schranke für P [max(M1, . . . ,Mn) > a] für a > 0 und
n ≥ 1 an (oder berechnen Sie diese Wahrscheinlichkeit exakt).

(e) Finden Sie einen vorhersehbaren Prozess (An)n≥0 mit A0 = 0, sodass2

Un = M2
n −

n∑
k=1

∆Ak, n ≥ 1

ein (FX
n )n≥1-Martingal ist. Hinweis: Betrachten Sie E[∆M2

n|FX
n−1], wobei ∆M2

n = M2
n −M2

n−1.

3. (εt | t ∈ Z) sei ein IID Prozess, d.h. die εt’s sind unabhängig und identisch verteilt. Die folgenden
Prozesse (a)-(c) sind im allgemeinen nicht schwach stationär. Geben Sie eine Begründung für diese
Behauptung und hinreichende Bedingungen unter denen die Prozesse schwach stationär sind.

(a) (yt = εt | t ∈ Z)

(b) (yt =
∑∞

k=0 bkεt−k | t ∈ Z) wobei bk ∈ R, k = 0, 1, 2, . . . eine Folge von reellen Zahlen ist.

(c) (yt = εtεt−1 | t ∈ Z)

4. Sei {W (t) : t ≥ 0} eine Brownsche Bewegung, {F(t) : t ≥ 0} die von ihr erzeugte Filtration und

ξ(t) = W (t)2 + 2W (t) + t, (t ≥ 0).

(a) Berechnen3 Sie E[ξ(t)] und Var[ξ(t)] für t ≥ 0.

(b) Berechnen Sie E[ξ(t)|F(s)] für 0 ≤ s ≤ t und für 0 ≤ t < s.

(c) Ist (ξ(t), t ≥ 0) ein Martingal, ein Submartingal, ein Supermartingal, oder überhaupt kein
Smartingal? (Geben Sie eine sorgfältige Begründung!)

(d) Berechnen Sie das stochastische Differential dξ(t).

(e) Zeigen Sie sorgfältig, dass (ξ(t), t ≥ 0) ein Ito-Prozess ist.

1D.h. P (. . .) ≤ 1 oder schlechter gilt nicht!
2Sie wissen, ∆Ak = Ak −Ak−1.
3Hinweis: Für Z ∼ N(µ, σ2) gilt E[Z] = µ, E[Z2] = µ2 + σ2, E[Z3] = µ3 + 3µσ2, E[Z4] = µ4 + 6µ2σ2 + 3σ4.
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