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1. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) und eine Brownsche Bewegung
(W (t),t > 0). Weiters sei (F(t),t > 0) die natiirliche Filtration von W.

(a) Geben Sie E[W (t)], E[W (s)], E[W (t)W(s)], und E[W(s)?] fiir 0 < s < ¢ an.

(b) Wir fixieren nun zwei Zeitpunkte 0 < s < ¢t und definieren die Funktion f : R? —
R durch

fco,c1) =E[(W(t) — co —aW(s))?], co,c1 €R.
Finden Sie ¢y, c; sodass f(co, 1) minimal wird. (Begriindung!)

(c) Sei cg, c; die Losung aus der vorherigen Teilaufgabe. Geben Sie f(cg, ¢f) an.

(d) Gibt es eine F(s)-messbare Zufallsvariable Y mit E[(W(¢) — Y)?] < f(cg,c}) ?
Wenn ja, geben Sie ein konkretes Beispiel an, wenn nein, geben Sie eine Be-
griilndung, warum nicht.

(e) Seil

E)=W({EtAm), t>0

Zeigen Sie, dass (£(t),t > 0) ein Ito-Prozess ist, indem Sie explizit eine Darstellung

§(t)=§(0)+/0 a(s)ds-l—/o b(s)dW(s) a.s.

fiir alle ¢ > 0 angeben, und zeigen Sie, dass die Zufallsvariable £(0) und die
Prozesse (a(t),t > 0) und (b(t),t > 0) die erforderlichen Eigenschaften haben.

2. Gegeben sei ein AR(2) Prozess (z; = 0.2z + 0.5z + €;) wobei (¢;) ein white noise
Prozess mit Varianz Ee? = 2 ist.

(a) Uberpriifen Sie die Stabilititsbedingung.

(b) Berechnen Sie die 2-Schrittprognose fiir 7,15 aus zwei vergangenen Werten, also
aus Tz, T:—1. Gesucht sind also die Koeffizienten cy, c1, ¢1 von Ziy9 = ¢o + c12¢ +
CoTi_1-

(c) Kann man die Prognose verbessern, wenn man mehr als zwei vergangene Werte
verwendet? :

(d) Berechnen Sie die Varianz des 2-Schrittprognose-Fehlers ;9 = 2,49 — £449. Hin-

weis: Driicken Sie die Prognosefehler durch eine Linearkombination von €;,9, €11, €, ..

aus.

(e) Berechnen Sie die Kovarianz der 2-Schrittprognose-Fehler Cov (4o, Us10) (fiir
t,s € 7).

Hier ist m = 3.1415926535 ... und ¢t A m = min(t, 7).
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3. Gegeben Sei eine Markovkette (X, )0 mit Zustandsraum I = {0.1,2, 3}, Anfangsver-
teilung &y, und Ubergangswahrscheinlichkeiten die in folgendem Graphen dargestellt
sind.
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(a) Geben Sie die Ubergangsmatrix P an.

(b) Sei T'=inf{n > 0: X,, = 3}. Berechnen Sie P[T" < oo].

(c) Berechnen Sie E;[T.

(d) Ist die Kette irreduzibel? Wenn ja, begriinden Sie genau, wie alle Zusténde kom-

munizieren, wenn nein, geben Sie die Kommunikationsklassen der Kette an.

(e) Fiir n > 0 sei
v — Xrin, wenn T < o0,
"T10 sonst.

Ist (Y)n>o0 eine Markov-Kette? Wenn ja, begriinden Sie kurz warum, und geben
Sie den Zustandsraum, die Anfangsverteilung und die Ubergangsmatrix an, wenn
nein, begriinden Sie genau, welche Eigenschaft in der Definition einer Markov-
Kette nicht erfiillt ist.

4. Es sei () ein white noise Prozess mit Varianz Ee? = 1. Weiters sind zwei lineare Filter
a(B) = 14+ B und b(B) = 1 — B gegegeben. (B ist der Backshift-Operator.) Betrachten
Sie folgende MA Prozesse und berechnen Sie deren Autokovarianzfunktion ~(k):

(a) (z:) = a(B)(e)

(b) (z:) = b(B)(e)

(¢) (z:) = a(B)(e&) + b(B)(e)
Betrachten Sie nun zwei (allgemeine) Filter der Form a(B) = 1 + a;B und b(B) =

1+4b,B. Zeigen Sie, dass der Prozess (z;) = a(B)b(B)(€;) dann und nur dann ein white
noise Prozess ist, wenn a; = b; = 0.






