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1. Löse die folgenden stochastischen Differentialgleichungen:

(a)

dXt = 3X
2/3
t dt, t ∈ [0, T ] und X0 = 0 .

Kann die obige Differentialgleichung eindeutig gelöst werden?

(b)

dXt = X2
t dt, t ∈ [0, T ] und X0 = 1 .

Ist die gefundene Lösung eindeutig?

Hinweis: (Xt)t∈[0,T ] ist ein stetiger Prozess.

2. Sei {Wt} eine standard Brownsche Bewegung.
Betrachte ein zeitstetiges Finanzmarktmodell mit Zinsrate r > 0, Volatilität σ > 0
und dem Aktienpreisprozess

St = ert exp {σWt −
σ2t

2
}, t ∈ [0,∞) .

Zeige: Es gibt genau ein b > 0, so dass Xt = e−rtS−b
t ein positives Martingal ist.

Hinweis: Für a ∈ R ist { exp(aWt − a2t/2)} ein Martingal.

3. Betrachte ein Black-Scholes-Modell mit dem äquivalenten MartingalmaßQ. Seien r > 0
die Zinsrate, σ > 0 die Volatilität, {St} der Aktienpreisprozess und B > 0.
Betrachte eine Option mit Auszahlungsfunktion Z := (ST −K)+ · I{ inf

0≤t≤T

St>B}, wobei

T die Laufzeit, K den Ausübungspreis, S0 > B, K > B, bezeichnen. Der faire Preis
dieser Option ist gegeben durch

EQ[e
−rTZ] = C(S0, T,K)−

e2ab

m
C(S0, T,mK) ,

wobei C(S0, T,K) den Preis eines europischen Calls mit Laufzeit T und Ausübungspreis
K bezeichnet und

a :=
σ

2
, b :=

1

σ
log

(S0

B

)

, m :=
S2
0

B2
.

Berechne den fairen Preis einer Option mit Laufzeit T , Ausübungspreis K, S0 > B,
K > B, und Auszahlungsfunktion

Y := (ST −K)+ · I{ inf
0≤t≤T

St≤B} .

Viel Erfolg!
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