3. I"Jbung zur Lebensversicherungsmathematik 30. Oktober 2014

1. Die Zufallsvariable Y sei exponentialverteilt mit Parameter A > 0 (Schreibweise
Y ~ Exp(A)), d.h. die Dichte sei gegeben durch f(y) = A exp(—Ay)1jo,00)(y), fiir alle
y €R.

(a) Zeige, dass P[Y > c+t|Y > ¢ =P[Y > t] gilt, fiir alle ¢ > 0.
(b) Berechne E[Y] und Var(Y).

(c) Die in (a) gezeigte Eigenschaft wird auch als Geddchtnislosigkeit bezeichnet.
Zeige, dass (aufler der Diracverteilung in 0, die als Grenzfall der Exponenti-
alverteilung fiir A — oo gesehen werden kann) die Exponentialverteilung die
einzige gedachtnislose Verteilung ist. Genauer: Ist Z eine Zufallsvariable auf
[0,00), sodass P[Y > c+t|Y > ] = P[Y > ] gilt fiir alle ¢ > 0, dann gilt
Z ~ Exp(A) fiir irgendein A € [0, o0].

2. Die Weibullverteilung mit Parametern 3, A > 0 ist gegeben durch F(y) = 1 —
exp(—(\y)?), fiir alle y > 0. Weiters ist die Gompertz—Makehamverteilung mit
Parametern a, 8, A > 0 gegeben durch F'(y) = 1 — exp(—A\y — %(eﬁy — 1)), fur alle
y > 0.

(a) Welchen Zusammenhang zwischen Exponentialverteilung und Weibullvertei-
lung gibt es?

(b) Zeige, dass F, fiir £ = 0 im Modell von Weibull (d.h. wenn g4, = k(z+1t)" mit
k,n > 0) eine Weibullverteilung besitzt. Gilt diese Aussage auch fiir x > 07

(c) Zeige, dass F, im Modell von Gompertz—Makeham (d.h. wenn pz, = A +
Bc*tt mit A, B, ¢ > 0) eine Gompertz—Makehamverteilung besitzt.

3. Gegeben seien zwei Personen A und B, die zum gleichen Zeitpunkt geboren werden
und zu gewissen, voneinander unabhéngigen Zeitpunkten 74 und T (mit Dichten
ga, gp und Verteilungsfunktionen G4, Gp) sterben. Die Sterbeintensitét uf von A
ist (z.B. durch unterschiedlichen Lebenswandel) stets das c-fache der Sterbeinten-
sitit uZ von B.

(a) Zeige, dass 1 — G4 = (1 — Gp)° gilt.
(b) Folgere daraus, dass g4 = cgp(1 — Gp)° ! gilt.

(c) Was gilt fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, dass die zukiinftige Lebens-
dauer von A die von B iibersteigt (also P(Tp < T4))?

4. Essei fir 0 < 2 < 120 und 0 < ¢ < 120 — z die Uberlebenswahrscheinlichkeit

definiert durch
_120—x —t

e = 00— &
(a) Bestimme allgemein pi,, fiir 0 <z < 120 und 0 < ¢ < 120 — z.
(b) Bestimme E[T5s].

(c¢) Bestimme weiters die Standardabweichung der Restlebenszeit T'(z), fiir 0 <
r < 120.
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5. (a) Zeige und interpretiere die Identit”at ¢p, = Yy t4kPs * Qutetk, Mit ¢,z > 0.
(b) Zeige die Rekursion e, = p,(1 + e;41), mit = > 0.
6. (a) Fiir gegebenes x > 0 und gegebene Sterbeintensitat ju, t > 0 sei ¢, = 0.04.

Wenn die Sterbeintensitat jedoch stets p; + ¢ betragt, dann ist ¢, = 0.09. Berechne
c.

7. Zeige: Ist p, eine monoton wachsende Funktion, dann ist £(7,) monoton fallend in
x.
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