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1. Zwei-Perioden-Modell: Hedgingstrategie
Betrachten Sie das folgende Zweiperiodenmodell mit einem risikolosen und einem
riskanten Finanzgut B und S. Desweiteren sei r ≥ 0, Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4}, F0 =
{∅,Ω}, F1 = σ(S1), F2 = σ(S1, S2) = P(Ω) und P (ωi) > 0 für i ∈ {1, ..., 4}.

B0 = 1 // B1 = (1 + r) // B2 = (1 + r)2

S2(ω1) = 28

S1(ω1,2) = 20
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S0 = 12
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S2(ω2,3) = 16

S1(ω3,4) = 8
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S2(ω4) = 4

1) Bestimmen Sie die Zinssätze r, für die das obige Modell arbitragefrei ist. 5 Pkt

2) Es sei r = 0. Zeigen Sie, dass das Modell vollständig ist und berechnen Sie 20 Pkt

die replizierende Handelsstrategie des Claims C0 = 0, C1(ω1,2) = 16, C1(ω3,4) = 8,
C2(ω1) = 32, C2(ω2) = C2(ω3) = 12 und C2(ω4) = 4. Bestimmen Sie den fairen
Preis des Claims.
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2. Zwei-Perioden-Modell: Snell-Einhüllende
Betrachten Sie das folgende Zweiperiodenmodell mit einem risikolosen und einem
riskanten Finanzgut B und S. Desweiteren sei Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4}, F0 = {∅,Ω},
F1 = σ(S1), F2 = σ(S1, S2) = P(Ω) und P (ωi) > 0 für i ∈ {1, ..., 4}.

B0 = 1 // B1 = 3
2

// B2 = 5
2

S2(ω1) = 100

S1(ω1,2) = 54
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S0 = 30
,,XXXXXXXXXXXX
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S2(ω2,3) = 80

S1(ω3,4) = 42
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S2(ω4) = 60

1) Bestimmen Sie das äquivalente Martingalmaß. 5 Pkt

2) Geben Sie zunächst die Definition der Snell’schen Einhüllenden an. Berechnen Sie 20 Pkt

anschließend die Snell-Einhüllende des Claims C0 = 0, C1(ω1,2) = 48, C1(ω3,4) = 30,
C2(ω1) = 90, C2(ω2) = C2(ω3) = 70 und C2(ω4) = 45.
3) Berechnen Sie die minimale optimale Stoppzeit τmin. 10 Pkt
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3. Brown’sche Bewegung und Black-Scholes-Modell
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Wt)t≥0 eine Brown’sche Bewe-
gung bezüglich des Wahrscheinlichkeitsmaßes P .

1) Geben Sie die Definition einer Brown’schen Bewegung an. 10 Pkt

2) Zeigen Sie, dass (Wt)t≥0 ein P -Martingal bzgl. (Ft)t≥0 ist, wobei 10 Pkt

Ft := σ (Ws : s ≤ t) . (1)

3) Betrachten Sie ein Black-Scholes-Modell mit kontantem Zinssatz r ≥ 0 und 20 Pkt

konstanter Volatilität σ > 0. Desweiteren bezeichne S0 > 0 den Aktienpreis zum
Zeitpunkt t = 0. Der arbitragefreie Preis einer Europäischen Call-Option mit Strike
K > 0 und Fristigkeit T > 0 ist durch υ(S0, T ) gegeben, wobei

υ(x, T ) =
e−rT√

2π

∞∫
−∞

(
xeσ

√
Ty+rT−σ2T/2 −K

)+
e−y

2/2dy.

Zeigen Sie, dass für das Delta

∆(x, T ) :=
∂

∂x
υ(x, T )

der Europäischen Call-Option

∆(x, T ) = Φ (d+(x, T ))

gilt, wobei Φ(x) = (2π)−0.5
∫ x
−∞ e

−y2/2dy und

d+(x, T ) :=
log x

K
+
(
r + 1

2
σ2
)
T

σ
√
T

.
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