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(12 Pkt.)1. Wir betrachten ein Einperiodenmodell mit einem risikolosen Wertpapier S0 und
zwei riskanten Wertpapieren S1 und S2.

(i) Geben Sie einen (möglichst einfachen) Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) und
einen Zufallsvektor S = (S0, S1, S2) darauf an, sodass letzterer folgende drei
Eigenschaften hat.

• S0 = 1.

• S1 und S2 sind unabhängig unter P .

• Es gilt

P (S1 = 110) = P (S2 = 110) =
1

2

P (S1 = 80) = P (S2 = 80) =
1

2
.

(ii) Auf dem von Ihnen in (i) angegebenen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P )
betrachten Sie das Finanzmarktmodell (π, S), wobei π = (1, 100, 100) und
S = (S0, S1, S2) die drei angeführten Eigenschaften hat. Bestimmen Sie alle
äquivalenten Martingalmaße für das Finanzmarktmodell (π, S) auf (Ω,F).

(iii) Ist das betrachtete Finanzmarktmodell (π, S) arbitragefrei? Ist es vollständig?

(iv) Betrachten Sie nun eine Option, welche dem Käufer ebendieser das Recht
einräumt zum Zeitpunkt T = 1 das Asset S2 gegen das Asset S1 zu tau-
schen. Wie sieht der Payoff dieser Option aus? Weiters bestimme man alle
arbitragefreien Preise dieser Option!

(12 Pkt.)2. Betrachten Sie das folgende Zweiperiodenmodell mit einem risikolosen Finanzgut
B und einem riskanten Finanzgut X. Desweiteren sei Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4},
F0 = {∅,Ω}, F1 = σ(X1), F2 = σ(X1, X2) = P(Ω) und P (ωi) > 0 für i ∈
{1, 2, 3, 4}.

B0 = 1 // B1 = 1 // B2 = 1

X2(ω1) = 9

X1(ω1,2) = 8

22

,,
X0 = 5

33

,,
X2(ω2,3) = 6

X1(ω3,4) = 4

22

,,
X2(ω4) = 3

(i) Bestimmen Sie das äquivalente Martingalmaß P ∗. Identifizieren sie dabei P ∗

mit (p1, p2, p3, p4) ∈ R4, wobei pi = P ∗({ωi}) für i ∈ {1, 2, 3, 4}.
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(ii) Geben Sie zunächst allgemein die Definition der Snell-Einhüllenden eines nicht-
negativen adaptierten Prozesses (Ht)t∈{0,...,T} mit T ∈ N an. Berechnen sie
diese weiters unter dem Martingalmaß P ∗ im obigen Finanzmarktmodell für
den Claim H = (Ht)t∈{0,...,2} definiert durch

H0 =
1

2
H1(ω1,2) = 3

H1(ω3,4) = 0

H2(ω1) = 4

H2(ω2,3) = 1

H2(ω4) = 0.

(iii) Definieren Sie die minimale optimale Stoppzeit τmin und berechnen Sie diese
für den gegebenen Claim H im obigen Finanzmarktmodell.

(iv) Zeigen Sie, dass im obigen Finanzmarktmodell der Preisprozess einer ameri-
kanischen Kaufoption mit jenem einer europäischen Kaufoption mit gleichem
Strike übereinstimmt. Würde diese Aussage auch gelten, wenn man neben der
Existenz eines äquvivalenten Martingalmaßes nur annimmt, dass im Finanz-
marktmodell B nicht-fallend und deterministisch ist?

(12 Pkt.)3. Betrachten Sie folgendes Einperiodenmodell (S0, S1) auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Ω,F , P ). Dabei sei das risikolose Wertpapier durch S0

0 = S1
0 = 1 und das

risikante Wertpapier durch S1
0 = 1 und

S1
1 = eZ , mit Z ∼ N(µ, σ2) und µ ∈ R, σ > 0.

gegeben.

(i) Definieren Sie zuerst ein riskoneutrales Wahrscheinlichkeitsmaß. Für welche
Parameter µ und σ Ist P risikoneutral? (Hinweis: Die momenterzeugende
Funktion M0,1 der N(0, 1)-Verteilung ist durch M0,1(t) = exp(t2/2) gegeben.)

(ii) Von nun an sei Z ∼ N(0, 1) unter P . Für ν > 0 finden Sie ein zu P äquivalentes
Wahrscheinlichkeitsmaß P ∗ν , sodass Z ∼ N(−ν2/2, ν2) unter P ∗ν gilt. (Hinweis:
Versuchen Sie den Ansatz dP ∗ν /dP = fν(Z))

(iii) Sind die Maße P ∗ν risikoneutral?

(iv) Definieren Sie die Vollständigkeit eines Finanzmarktmodells. Formulieren Sie
einen aus der Vorlesung bekannten Satz, der die Vollständigkeit und Arbitra-
gefreiheit eines Finanzmarktmodells mittels risikoneutralen Maßen charakte-
risiert. Ist das hier betrachtete Einperiodenmodell arbitragefrei? Ist es auch
vollständig?
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