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Projekt 1: “schnelle” Matrix-Matrixmultiplikation

Der Standardalgorithmus zur Multiplikation zweier Matrizen A, B € R™*" hat die Komplexitit O(n?).
Der vom Mathematiker Volker Strassen 1969 publizierte Strassen-Algorithmus zur Matrixmultiplikation
reduziert die Komplexitit (d.h. die Anzahl arithmetischer Operationen) auf O(n'°22(")). Der Algorithmus
wird hier kurz beschrieben.

Sei der Einfachheit halber n = 2™. Berechnet werden soll

C = AB. (1)
Die Matrizen werden in vier Blécke der GréBe 2™~ 1 zerlegt
A Age > ( Bi1 B > < Cn Chz >
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Die Standardmultiplikation 148t sich schreiben als

c— < Cii Ci2 > _ < A1 B + A12Ba1 A1 Big + A12Ba >
Co1 Co A2 Bi1 + AeBo1 A21Big + A2»Ba )

Eine andere — dquivalente — Darstellung gewinnt man durch Definition folgender Matrizen

My = (Aun + Axn)(Bi1 + B2a) (4a)
My = (A + A2)Byy (4b)
M3z := Aj;1(B12 — Ba) (4c)
My := Axp(B2 — Bi1) (4d)
Ms := (A + A12)Ba (4e)
Ms = (A — A11)(Bu + Bia) (4f)
M7 = (A1x — A2)(Ba1 + Bao) (4g)

und der Beobachtung, dafl die Gleichungen

Cun = M+ My— M5+ My,
Ci2 = M3+ Ms,

Co1 = Ms+ My, und

Cy = My — My + M3+ Mg

gelten. Man geht nun rekursiv fiir die Multiplikationen in (4) vor bis nur noch 1 x 1-Matrizen zu multi-
plizieren sind.

1. Uberzeugen Sie sich von der Richtigkeit des oben beschriebenen Algorithmus, und beweisen Sie die
Komplexitat.

2.  Programmieren Sie folgende Funktionen fiir quadratische Matrizen der Grofle 2 des Typs float in
C oder C++:

a) das Standardverfahren zur Multiplikation zweier Matrizen

b) den Strassen-Algorithmus zur Multiplikation zweier Matrizen

Die Funktion fiir den Strassen-Algorithmus ist rekursiv und sollte daher keinen Speicher anfordern.
Geben Sie ihr eine vierte Matrix als ,, Arbeitsmatrix®“ mit, z.B



float * A = new float [n*n]; FillWithSomething (A);

float * B = new float [nxn]; FillWithSomething (B);

float x C = new float [n*n];

float * Work = new float [nxn]; // ab hier nie wieder ‘new’

ComputeStrassen(n,n,A,B,C,Work); // AxB=C unter Verwendung von Work

Dokumentieren Sie ihren Quellcode ausreichend. Testen Sie Thre Funktionen mit einfachen Beipiel-
matrizen fiir kleines m, bis Sie sicher sind, dafl die Funktionen das Gewlinschte tun. Testen Sie dazu
zunéchst die Funktion zur Standardmultiplikation, gegebenenfalls unter Verwendung von MATLAB.
Testen Sie dann die Strassen-Funktion, indem Sie die Ergebnisse mit der Standardmultiplikation
vergleichen. Dokumentieren Sie Thre Testbeispiele und Ergebnisse angemessen.

Die Komplexitiat und das Laufzeitverhalten der beiden Verfahren sollen verglichen werden. Schreiben
Sie dazu ein Programm, dass die in Aufgabe 2 erstellten Funktionen verwendet und die von ihnen
verwendete CPU-Zeit miit. Verwenden Sie dazu die Funktion clock (), z.B.

#include <ctime>

clock_t start = clock ();
ComputeStrassen (...);
clock_t end = clock ();

took = difftime (end,start)*1000.0/CLOCKSPERSEC;
std :: cout << "Took 7 << took << 7 [millisec]|” << std::endl;

Erstellen Sie in dem Programm zu gegebenem m, das von der Komandozeile eingelesen wird, zwei
Matrizen A und B der Grofie n = 2™, die zuféllige Eintrége in [0, 1] enthalten. Legen Sie alle weiteren
Matrizen an. Fiihren Sie dann die Multiplikation auf beiden Arten aus, messen die bendtigten Zeiten
und geben Sie diese aus. In etwa:

clock_t sStrassen = clock ();
ComputeStrassen (...);
clock_t eStrassen = clock ();

clock_t sStandard = clock ();
ComputeStandard (...);
clock_t eStandard = clock ();

std :: cout << ”Zeiten fuer n =7 << n << std ::endl
<< ”Strassen: ”
<< difftime (eStrassen ,sStrassen)/CLOCKS_PERSEC
<< 7 [sec]” << std::endl
<< ”Standard: ”
<< difftime (eStandard ,sStandard)/CLOCKS_PER_SEC
<< 7 [sec]” << std::endl;

Rufen Sie Thr Programm fiir m = 6, ..., 11 (oder groBer, wenn es der Speicher zulafit) auf. Ubertragen
Sie die gewonnenen Zeiten in eine Tabelle. Plotten Sie die Zeiten in MATLAB. Was beobachten Sie?

Hinweis: Verwenden Sie nicht die Optimierungsmoglichkeiten IThres Compilers, da sie das Laufzeit-
verhalten fiir Spezialfdlle enorm verbessern kénnen und Thre Ergebnisse verfalschen.

Die Stabilitat der Verfahren soll ebenfalls untersucht werden. Dazu werden Sie genauere Ergebnisse
unter Verwendung des double Typs und seiner Arithmetik erzeugen und mit den float Ergebnissen
vergleichen. Schreiben Sie dazu weitere Funktionen



a)
b)

c)

die Standardmultiplikation fiir double-Matrizen,

die Konvertierung von float- in double-Matrizen

die Frobeniusnorm der Differenz zweier double-Matrizen, also ||A—B]||p := \/ZZ i(Aij — Bij)?.

Wenn Sie C++ verwenden und mit Templates vertraut sind, bietet es sich an, die Standardmulti-
plikation fiir Matrizen allgemeinen Typs zu implementieren.

Schreiben Sie ein Programm, das zu gegebem m

a)

eine float-Matrix A der Groe 2™ mit Zufallswerten in [0, 1] erzeugt,

b) eine float-Matrix B der Grofle 2™ mit alternierenden Werten 1, —1 anlegt,
c) davon das Strassenprodukt C{mscn berechnet,
d) davon das Standardprodukt C’é:andard berechnet,
e) A und B in double-Matrizen A, und B, konvertiert,
f) das double-Standardprodukt CZ . von Ay und By berechnet
g) Cgmssen und Csftandard in double-Matrizen CCJ; Strascen UNA Cdf,Stan durq KODVertiert, und
h) die Fehler ||C¢_ .. . — O({,StandardHF und ||C4. . — C’(J;S”%SCHHF berechnet.
Rufen Sie Thr Programm fiir m = 4,...,11 (oder grofler, wenn es der Speicher zuldfit) auf und

notieren Sie die Fehler. Was beobachten Sie? Woran konnte das liegen?

Uberlegen Sie sich einen Algorithmus, der in #hnlicher Weise (d.h. rekursiv) die normalisierte LU-
Zerlegung einer Matrix berechnet. Geben Sie die Komplexitdt an!



