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7.1. Die Moore-Penrose Pseudoinverse A* einer Matrix A mit Rang r und Singulirwertzerlegung A =
USVH ist definiert als AT = VE-1UH , wobei U und V Zeigen Sie folgende alternative Darstellung:

At = lim, AH(AAR +c1d)~!

Warum existiert die im Limes auftretende Inverse?

7.2. Sei A € K"*™, Betrachten Sie die Matrix

~ 0 A

Sei U(AV) die Menge der Eigenwerte von A und 015+ Tmin{m,n} die Singuldrwerte von A.

a)
b)

c)

Zeigen Sie: o(A) C R und o(A) ist symmetrisch bzgl. 0, d.h. o(A) = —o(A).
Zeigen Sie: Fiir A € o(A) \ {0} ist |\| Singuléirwert von A

Zeigen Sie: Falls A > 0 Singulirwert von A ist, dann ist A € o(A).

7.3. Fiir Matrizen 4 € R™*" bezeichnet || A% = D lai;|* die Frobeniusnorm.

a)

b)

Zeigen Sie fiir Matrizen @ mit orthonormalen Spalten, daf gilt: ||QA|% = [Al|% (hier muB
natiirlich QA gebildet werden konnen).

Seien o1 > 02 > -+ > Opin{m,n} die Singuldrwerte von A € R™*". Zeigen Sie: A4]% =
Zl_nin{m,n} o2

=1 [

7.4. (schriftlich) Sei A € R™*"™ mit m > n mit rang(4) = r und A = UXV " eine SVD von A. Setze
Ue:=U( 1K), Vie:=V(:, [1:k]), Sk :=5([1: k], [1: k).

a)

b)
<)

Zeigen Sie, daf} fir k£ < r die Matrix Ay := ﬁkzkf/,j den Rang k hat. Hinweis: Zeigen Sie, daf3
der Span der Spalten von Uy, gleich dem Bild von Ay ist.

Zeigen Sie, daB fiir k < r gilt: [|A — Agll2 = k41
Zeigen Sie, daf fiir k < r die Matrix A die beste Rang-k-Approximation an A ist, d.h.
min{||A — Bllz | B € R™*™ mit rang(B) = k} = ||A — Ak|l2 = ok+1-

Hinweis: iiberlegen Sie sich, daf es fiir jedes B € R™*™ mit rang(B) = k einen nichtirivialen
Vektor z € Ker(B) N span{vy,...,vp+1} gibt (Hier sind vq,...,vx41 die Spalten von Viyq.)
Zeigen Sie dann ||Az|2 > ok41]|2]]2 und betrachten Sie ||(A — B)z||2.

7.5. (Programmieraufgabe) Schreiben Sie MATLABprogramme [Q,R] = my_qr(4), y = apply_Q(Q,b) und
x = solve_with_qr(A,b), die folgendes leisten. Die Routine my_qr erzeugt eine QR-Zerlegung von A €
K™*" wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist und @ € K"X"_INdie n — 1 Householdervektoren enthélt,
d.h. setzt man Qi := I — 2qxq}! mit g == Q(:, k), so ist A = QR mit Q := Q1 -+ Q,—1. Die Funktion
apply-Q(Q, b) liefert Qb wobei die Matrix Q € K"~ das Ergebnis von my_qr ist. SchlieBlich realisiert
solve with qr das Losen des LGS Ax = b mittels Threr QR-Zerlegung. Schreiben Sie zum Testen Threr
Routinen ein MATLABprogramm err = serie7(n), das folgendes macht: es erzeugt eine zufillige Matrix
A € R™" und einen zufilligen Vektor b € R™. Anschlieflend 16st es das LGS Az = b mittels der obigen
Routinen und mittels des MATLABgleichungslosers. Der Riickgabewert err ist die Norm der Differenz
der beiden erhaltenen Losungen.



7.6. Fiir lineare “Gesetze” y = mx + ¢ konnen mittels der Methode der kleinsten Fehlerquadrate aus Mef3-
werten (z;,v;), i =1,..., N (N > 2) die Parameter m, ¢ bestimmt werden.

a) definieren Sie die Funktion R(m,c) := Efvzl (yi — (ma; + ¢))?. Thr Minimum ist durch die Bedin-
gungen % =0 und % = 0 gekennzeichnet. Zeigen Sie, daf} diese Bedingungen auf die

Normalengleichung der Methode der kleinsten Fehlerquadrate fiihrt.

b) Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate ist auch fiir manche nichtlinearen Gesetze einsetzbar.
Uberlegen Sie sich, wie Sie aus MeBdaten (¢;,1;), i = 1,..., N die Parameter k, C' aus dem Gesetz
y(t) = Ce™* bestimmen konnen. Wie konnen Sie bei einem Gesetz y(t) = Ct® vorgehen, um C
und « zu bestimmen?

¢) Schreiben Sie ein MATLABprogramm serie7_7(nmin, nmax), welches Fiir N = 2", n = nmin, ..., nmaz,
zufillige Matrizen A € RV*YV erzeugt und ihre QR-Zerlegung mittels Ihrer Routine my_qr be-
stimmt. Bestimmen Sie die bendtigte Zeit ¢(N) (mittels tic, toc oder cputime). Plotten Sie
doppelt logarithmisch (help loglog) die bendtigte Zeit gegen die Problemgréfie N. Fiir groie N
sollte t(IN) ~ CN® sein. Bestimmen Sie « mittels der in Teilaufg. b) entwickelten Methode und
der MATLAB-Funktion polyfit. Verwenden Sie nmin = 6, nmaxz = 11.

7.7. Sei A € R"*" symmetrisch mit Eigenwerten A\ > Ao > --- > \,,. Zeigen Sie folgende Charakterisierung
des k-ten Eigenwertes:

. x T Az
A = min max —--.
SCR"  0#£xzeS |z||3
dim S=n—k+1
Hinweis: Seien vy, k = 1, ..., n die zugeh. Eigenvektoren. Betrachten Sie die Rdume S, := span{vy, ..., v;}
und Sj, := span{vg, ..., v, }. Uberlegen Sie sich weiterhin, warum Sie fiir jedes S mit dimS =n —k+1

ein z € SN Sy finden kdénnen.

7.8. Fiir i # j und 6 € [0, 27) ist die Givens-Rotation G(i, j,0) gegeben als

1

G(i,4,0) =

Hier ist ¢ = cosf, s = sinf und die Eintriige ¢ und s sind in den Zeilen/Spalten ¢ und j.
a) Zeigen Sie: G(i, j,0) ist eine orthogonale Matrix. Geometrische Interpretation?

b) Zeigen Sie: die Matrix GA unterscheidet sich von A lediglich in den Zeilen ¢ und j. Die Zeilen i
und j von GA ergeben sich als Linearkombination der Zeilen ¢ und j von A

c) Zeigen Sie: Man kann zu gebenem A ein 6 finden, so dafl die Givensrotation G(1,2,6) die Bedin-
gung (GA)a1 = 0 erfiillt.

d) Uberlegen Sie sich einen Algorithmus, der eine QR-Zerlegung einer Matrix A mittels Givensrota-
tionen bestimmt.



