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Aufgabe 21:
Mit Hilfe des Satzes 3.35 aus der Vorlesung ergibt sich der Grundalgorithmus zur FFT wie folgt:

Algorithm 1 FFT

Input: f € CV mit N =27

n=N/2

. Initialisiere Hilfsvektoren f(), f2) ¢ C»
: W?\/ =1

—_

57 = (5 = fren)wh
wg\,ﬂ = exp(—2mi/N)w),
: end for
. if N =2 then
Setze ¢ := (fI, fONT e C?
: else
Berechne (rekursiv) ¢ = FFET(f)
Berechne (rekursiv) ¢(?) = FFT(f?)

T
14: Setze ¢ = (cé ),Cé ),Cgl), 2 )7 . ',051121707(12_)1) ecV
15: end if

Output: ¢=DFTyf
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Sei m,, die Anzahl der Multiplikationen und a, die Anzahl der Additionen fiir N = 2P. Zeigen Sie:
my < p2P, ap <p2’,  peN.

Somit folgt ein Gesamtaufwand von etwa N log(N) komplexen Additionen bzw. Multiplikationen.

Aufgabe 22:
Zur Interpolation im R? betrachten wir zwei unterschiedliche Polynomraume:

a) Sei das Quadrat @ durch die Eckpunkte V; = (0,0)7, Vo = (1,0) ", V3 = (1,1)T und V4 = (0,1)7
gegeben. Weiter sei II,, der Raum aller Polynome auf [0, 1] und

P, ={f:Q — R stetig mit f(e,y) € IT,, fiir alle y € [0,1] A f(x,e) €11, fiir alle z € [0,1]}.
Geben Sie eine Lagrange-Basis von P zu den Stiitzstellen Vi, ..., Vy an, d.h. bestimmen Sie L1, ..., L4 €
P1 mit

Lj(Vk): k> 5 k=1,...,4. (1)

b) Es sei das Dreieck T durch die Eckpunkte V3 = (0,0)7, V5 = (1,0)T und V3 = (0,1)7 gegeben



und P, der Raum aller Linearkombinationen von stetigen Funktionen f : T — R mit

f(.’y)enl) y6[071]5 ZENO
f(z,0) €1, x€10,1], keNy
und k41 = n. Geben Sie eine Lagrange-Basis von P; zu den Stiitzstellen V7, ..., V3 an, d.h. bestimmen

Sie L1,...,L3 € P, mit
Li(Vi) =85k,  Jik=1,...,3. 2)

c) Berechnen Sie fiir beide Félle dim P,.
Aufgabe 23:

Sei f: R — R die 27-periodische Fortsetzung der Funktion f(t) = (t — m)t(t — 2x) fiir t € [0, 27].

a) Berechnen Sie das reelle interpolierende, trigonometrische Polynom fiir N = 6 mit den Stiitzstel-
len t; = % und den Stiitzwerten f(t;) fiir j =0,...,5.

b)  Analog zu Satz 3.28 kann eine reelle Fourierreihe definiert werden der Form

aq > .
p(t) = 5 + kz_l(ak cos(kt) + bysin(kt)) (3a)
mit
1 2
a = — f(t) cos(kt) dt, k=0,1,... (3b)
T Jo
1 2w
by, = — f(¢t)sin(kt) dt, k=1,2,.... (3c)
T Jo

Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten (ay)ken, und (bg)ren und vergleichen Sie diese mit den Koeffi-
zienten des unter (a) berechneten trigonometrischen Polynoms.

Aufgabe 24:

Geben Sie, sofern dies moglich ist, asymptotische Entwicklungen der Form (3.43) fiir folgende Funk-
tionen an:

a)  f(h) =20 fir >0,

b)  f(h) =log(h)h? fir h > 0 und p € N.

Aufgabe 25:

Implementieren Sie die Richardson-Extrapolation zur Berechnung von f(0) mit f(h) := sin(h)/h fur
h > 0. Verwenden Sie dazu ¢ = 1, hy = 2% fir k = 1,...,10 und n = 1,2,3,4. Uberpriifen Sie
numerisch, ob die theoretischen Konvergenzaussagen aus Satz 3.41 fiir n = 1,2, 3,4 zutreffen.

Hinweis: Schauen Sie sich den Quotienten ff (O)=ak.n
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