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Übung zur Numerischen Mathematik A/B – Übung 7

Aufgabe 37:

Sei Qn(f) =
∑n

j=0 α
(n)
j f(x

(n)
j ) die Gauß-Quadratur auf [−1, 1] zu der zulässigen Gewichtsfunktion

w mit x
(n)
0 < x

(n)
1 < · · · < x

(n)
n . Zeigen Sie: Wenn w(x) = w(−x) für alle x ∈ (−1, 1), dann gilt

α
(n)
j = α

(n)
n−j und x

(n)
j = −x(n)n−j für j = 0, . . . , n.

Aufgabe 38:
Sei (fn) eine Funktionenfolge mit

f−1(x) ≡ 0, f0(x) ≡ 1, fn+1(x) = (x− βn)fn(x)− γ2nfn−1(x), n ≥ 0.

a) Zeigen Sie, dass fn+1(x) = det(Tn+1(x)) mit der Matrix Tn+1(x) ∈ R(n+1)×(n+1) gegeben durch

Tn+1(x) :=


x− β0 −γ1
−γ1 x− β1

. . .
. . .

. . . −γn
−γn x− βn

 , n ≥ 0.

b) Zeigen Sie, dass die Nullstellen von fn+1 genau die Eigenwerte von −Tn+1(0) sind.

Aufgabe 39:
Seien Qn(f) die Gauß-Quadraturen auf R zu der Gewichtsfunktion w(x) = exp(−x2) für alle x ∈ R.
Berechnen Sie die Quadraturknoten und Quadraturgewichte für n = 0, 1, 2.

Aufgabe 40:
a) Zeigen Sie, dass durch

(A,B) :=
n∑

i=1

n∑
j=1

aijbij , A,B ∈ Cn×n

ein Skalarprodukt auf dem Raum der Matrizen definiert ist.

b) Sei ‖A‖ :=
√

(A,A) die durch das Skalarprodukt induzierte Norm. Zeigen Sie

‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖, A,B ∈ Cn×n

und
‖Ax‖2 ≤ ‖A‖ ‖x‖2, A ∈ Cn×n, x ∈ Cn

mit der euklidischen Vektorraumnorm ‖ · ‖2.

Aufgabe 41:
Beweisen Sie Satz 5.6 des Vorlesungsskriptes.
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Aufgabe 42:
Sei A ∈ Rn×n mit

A =



1 0 · · · 0 1

−1 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
...

...
. . . 1 1

−1 · · · · · · −1 1


.

Berechnen Sie cond∞(A).
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