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Aufgabe 43:
Seien x1, . . . , xm paarweise verschiedene Stützstellen mit Stützwerten y1, . . . , ym. Gesucht sei ein Po-
lynom p ∈ Πn mit n < m− 1, sodass

∑m
j=1 |p(xj)− yj |2 minimal wird.

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes 5.17, dass die Lösung p ∈ Πn des Ausgleichsproblems eindeutig
ist.

b) Stützstellen und Stützwerte seien gegeben durch

xi 0 1 2 3 4 5

yi 2 −1 0 3 13 14
.

Berechnen Sie p ∈ Π2, sodass
∑6

j=1 |p(xj)−yj |2 minimal wird. Skizzieren Sie p und die dazugehörigen
Stützstellen und Stützwerte.

Aufgabe 44:
Sei A ∈ Cm×n mit m ≥ n und rang(A) = n. Zeigen Sie: Es existiert eine unitäre Matrix Q ∈ Cm×m

und eine Matrix R = (rij)ij ∈ Cm×n mit rij = 0 für i = j + 1, . . . ,m und rjj > 0 für j = 1, . . . , n
sodass A = QR.

Hinweis: Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren.

Aufgabe 45:
Sei m ≥ n, A = QR ∈ Cm×n mit Matrizen Q ∈ Cm×m, R ∈ Cm×n der Form

Q =

(
Q11 Q12

Q21 Q22

)
, R =

(
R1

0

)
und Q11, R1 ∈ Cn×n, Q21 ∈ C(m−n)×n, Q12 ∈ Cn×(m−n) und Q22 ∈ C(m−n)×(m−n). Weiters sei Q
unitär und R1 eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Hauptdiagonaleneinträgen.

Zeigen Sie, dass damit R1, Q11 und Q21 eindeutig bestimmt sind.

Aufgabe 46:
Seien A,Q,R wie in Aufgabe 45 und b ∈ Cm. Zeigen Sie, dass x ∈ Cn genau dann Lösung der
Normalengleichung A∗Ax = A∗b ist, wenn es R1x = (Q∗

11, Q
∗
21) b löst. Wieviele Rechenoperationen

sind zur Berechnung von x notwendig, wenn R1, Q11 und Q21 bereits vorhanden sind.

Aufgabe 47:
Berechnen Sie die LU -Zerlegung der Matrix

Ac :=

1 1 0
1 c −2
0 −2 2

 .

Für welche c ∈ R ist Alg. 6.6 durchführbar. Wann ist Ac regulär?
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Aufgabe 48:
Sei A = (aij)

n
i,j=1 ∈ Rn×n eine Tridiagonalmatrix, d.h. aij = 0 für alle j = 1, . . . , i− 2, i+ 2, . . . , n und

i = 1, . . . , n.

a) Geben Sie einen Algorithmus an, welcher eine LU -Zerlegung von A mit normierter unterer
Dreicksmatrix L und oberer Dreiecksmatrix U in O(n) Rechenoperationen berechnen kann.

b) Es gelte zusätzlich |aii| > |ai(i−1)| + |ai(i+1)| für alle i = 1, . . . , n und a10 = an(n+1) = 0. (Die
Matrix ist dann strikt diagonaldominant.) Zeigen Sie, dass der unter (a) entwickelte Algorithmus unter
dieser Voraussetzung immer durchführbar ist.

Hinweis zu b: Schätzen Sie
∣∣ai(i+1)/uii

∣∣ ab.
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