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Serie 9

Aufgabe 31∗.∗.∗. Zu gegebenen Stützstellen h0 > · · · > hm ∈ [0, 1] und Funktionswerten
f0, . . . , fm ∈ R existieren eindeutige d0, . . . , dm ∈ R, sodass

p(h) := d0 +

m∑

j=1

djh
j+q−1

die Interpolationseigenschaft

p(hj) = Φ(hj) für alle j = 0, . . . ,m

besitzt. Der induzierte Operator P : C[0, 1] → X := span
{
xℓ

∣∣ ℓ ∈ {0, q, . . . , q + m}
}

ist eine
lineare Projektion. Deshalb gilt für f ∈ C[0, 1] die Abschätzung

‖f − Pf‖∞ ≤ (1 + Λ) inf
ep∈X

‖f − p̃‖∞,

wobei Λ die Operatornorm von P sei.

Aufgabe 32. Gegeben sei eine Funktion Φ : [0, 1] → R mit asymptotischer Entwicklung

Φ(h) = c0 +
m∑

j=1

cjh
j+q−1 + O(hq+m).

Es seien h0 > · · · > hm ∈ (0, 1] und nj ∈ N mit hj = h0/nj , und p sei das Interpolationspolynom
aus Aufgabe 31. Dann gilt |Φ(h)− p(h)| = O(hq+m), wobei die Konstante von den nj abhängen
darf.

Aufgabe 33. Wie kann man Aufgabe 32 zur Extrapolation von Einschrittverfahren ver-
wenden? Man verdeutliche die Vorgehensweise und das Ergebnis anhand des expliziten Euler-
Verfahrens.

Aufgabe 34. Wir betrachten das Anfangswertproblem

y′ = f(x, y) auf [a, b] mit y(a) = y0,

wobei die Funktion f(x, y) Lipschitz-stetig in y sei. Zur Approximation verwenden wir ein
Kollokationsverfahren zu einer gegebenen Zerlegung ∆ = {a = x0 < · · · < xn = b}. Mit
Stützstellen 0 ≤ c1 < · · · < cs ≤ 1 ist ein Spline yh ∈ S

s
0(∆) gesucht mit yh(a) = y0 und

y′h(xi + cjh) = f(xi + cjh, yh(xi + cjh)) für alle i = 1, . . . , n−1 und j = 1, . . . , s. Man zeige, dass



der Kollokationsspline yh ∈ S
s
0(∆) eindeutig existiert, wenn die lokale Netzweite h hinreichend

klein ist.

Aufgabe 35. Man zeige, dass das Kollokationsverfahren aus Aufgabe (34) ein s-stufiges im-
plizites Runge-Kutta-Vefahren ist zur Verfahrensfunktion Φ(x, y, h) = yh(x+h)−yh(x). Geben
Sie die Matrix A ∈ Rs×s und den Vektor b ∈ Rs an.
Hinweis. Für die Stufen des Runge-Kutta-Verfahrens gilt kj = y′h(x + cjh).

Aufgabe 36∗.∗.∗. Man zeige, dass das Kollokationsverfahren aus Aufgabe 34–35 ein Runge-
Kutta-Verfahren mit Konsistenzordnung (mindestens) s ist, wenn die Funktion f(x, y) hinrei-
chend glatt und Lipschitz-stetig in y ist.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben (mit Stern) bis spätestens Dienstag 16.05.2006, 12:00 Uhr, im Sekre-
tariat von Frau Kovalj (4. Stock, grün). Die mündlichen Aufgaben sind zur Übung vorzubereiten.


