Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2009

Serie 12
Abgabe: bis Fr., 5.6.09, 12 Uhr bei Frau Kovalj

12.1. (schriftlich) Sei u € CL , (—1,1), d.h. es gebe eine Zerlegung 0 = zg < 21 < -+ < xpy = 1
derart, daB ul(y, 4, ,) € C([2i, zi41]) fiir i = 0,..., M — 1.

a) Zeigen Sie: ist zusétzlich v € C(]—1, 1]), dann hat u eine schwache Ableitung, welche auf
jedem Teilintervall mit der klassischen (punktweise definierten) Ableitung iibereinstimmt.

b) Hat die Heavisidefunktion H gegeben durch H(x) =0 fiir + < 0 und H(z) = 1 fiir x > 0

eine schwache Ableitung? Ist die Bedingung v € C(Q2) in Teilaufg. a) notwendig?

12.2. Betrachten Sie auf = (0, 1) die Funktion u(z) = 2®. Fiir welche o € R ist u € L?(2)? Fiir
welche o € R ist u € H'(Q)?

12.3. Sei Q) C R ein Intervall.

a) Zeigen Sie: H} () ist ein abgeschlossener Teilraum von H'(€)). Hinweis: Sie diirfen die
Aussage der VO verwenden, daf [|ul| o) < Cllull (o) fiir alle u € H(Q). Uberlegen Sie

sich, daf fiir jedes T € Q2 die Abbildung H'(Q2) — R gegeben durch u + u(T) stetig ist.

b) Zeigen Sie, da H'(f2) vollstindig ist. Hinweis: Sie diirfen die Vollstéindigkeit von L?(Q)
verwenden.

c) Fiir u € H'(Q) bezeichne die reelle Zahl @ := |—512‘ Jou(y) dy den Mittelwert von u iiber
Q). Zeigen Sie: Es gibt eine Konstante Cq > 0, so daB fiir alle u € H'(2) gilt:

lu =Tl 20y < Callul|L2(0)-

Hinweis: Betrachten Sie ﬁ Jou(x) —u(y) dy fir u e C>=(Q).

12.4. (Variationsungleichungen) Zeigen Sie folgende Verallgemeinerung von Satz 7.1 der Vorlesung:
Sei V' Vektorraum, a : V' x V' — R symmetrische Bilinearform mit a(u,u) > 0 fiir alle uw € V.
Seil:V — R eine Linearform. Definiere

J:U—R, u— J(u) = %a(u,u)—l(u)

Sei U C V eine konvexe (nichtleere) Menge. Dann gilt: u € U ist genau dann ein Minimierer
von J, falls
a(u,v —u) > l(v—u) Yvel.

12.5. Analog zum 1D Fall gilt: eine (global) stetige Funktion, die stiickweise glatt ist, ist in H'.
Zeigen Sie folgenden Spezialfall: Sei Q@ = (—1,1) x (0,1) und ©; = (—1,0) x (0,1) sowie
Qo = (0,1) x (0,1). Sei u € C(Q) mit ulg, € CH(Q) fiir i € {1,2}. Zeigen Sie: u € H(Q).

12.6. Sei Q C (0, L) C R? ein beschriinktes Gebiet. Zeigen Sie:
ullL2() < 2LJulgrq)  Vu € C57 ().
Schlielen Sie:
lulpi) < lullmro) £ V1+4L2%ulgp)  Yu € CP(Q).



12.7. (Programmieraufgabe 12.7) Schreiben Sie ein MATLAB-Programm mit der Signatur
[A,1] = FEM_1D(x, £)

welches die Steifigkeitsmatrix A und den Lastvektor 1 fiir das Problem

—u" =f aufQ, ulpn =0
bestimmt. Sie kénnen annehmen, daf§ der Vektor x = (zo,...,zn) geordnet ist (d.h. zp <
ry < ... < xn);esist Q = (zg,xn). f soll ein function handle auf eine Funktion sein. Die

FEM-Diskretisierung soll mit den klassischen stiickweise linearen Ansatzfunktionen realisiert
werden. Approximieren Sie die Integrale auf dem Referenzelement, die bei der Bestimmung des
Lastvektors auftreten, mit der Mittelpunktsregel. Verwenden Sie ein geeignetes sparse Format
fiir die Matrix A. Sie diirfen voraussetzen, dal length(z) > 3.

12.8. Betrachten Sie das Randwertproblem
—u" 4+ e(zx)u=f aufQ, ulan = 0. (1)

Sei ¢ > 0 und ¢ € C(Q). Eine schwache Losung u € H}() ist definiert als die Losung der
Aufgabe:
Finde u € H(Q) s.d. a(u,v) =1(v) Yo € HY(Q),

wobei a(u,v) fqu + c(x)uv.

a) Zeigen Sierist f € C (€2) und erfiillt eine schwache Losung die Regularititsvoraussetzung
u € C*(Q) N C(NQ), so ist u eine klassische Losung.

b) Die klassische FEM fiir das RWP (1) fiihrt wieder auf ein LGS der Form Au = L
Formulieren Sie den Algorithmus zum Aufstellen von A und 1. Zeigen Sie, dall A SPD
ist.

12.9. (Monotone Konvergenz der FEM in der Energie) Betrachten Sie a(u,v) = [, /v’ auf Hj ().
Seien Viy C Viyr C H(Q) zwei Unterriiume. Es gelte fiir v € H} () und uy € Viv, uys € Vi

a(u,v) =1(v) Yuv e Hi(Q), a(un,v) =1(v) Yv e Vy, a(uyr,v) =1l(v) Yve Vi

a) Zeigen Sie:
alu —un,u—un) = |u— uN/|§{1(Q) <|u-— uN|§{1(Q) =a(u—un,u —uy).
b) Zeigen Sie:
a(u,u) — a(uy,uy) = alu —uy,u — uy).
c) Sei{p;|i=1,...,N} eine Basis von Vy und A € RV*N 1€ R¥ die Steifigkeitsmatrix

bzw. der Lastvektor. Zeigen Sie: fiir die FEM-Approximation uy € Vi gilt: a(uy,uy) =
T
u'l
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