Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2009

Serie 13
Abgabe: bis Fr., 19.6.08, 12 Uhr bei Frau Kovalj

13.1. In Aufg. 12.7 wurde der Lastvektor nicht exakt ausgewertet, sondern durch numerische Qua-
dratur approximiert Es soll nun gezeigt werden, daf3 dieser “Fehler” nur einen weiteren Fehler
O(h) erzeugt. Sei a(u,v) = [ou'v' und sei fir f € C*(Q) die Linearform [ definiert durch
l(v) = [ fv. Definiert man fiir ein Gitter 7 den Operator Iy : C(Q) — S%7) = {u €
L3(Q) |u|x = konstant VK € T} durch

(Iyw)| g == w(mg), mp = Schwerpunkt von K,

so erfiillen die “exakte” FEM Losung uy € S§(7) aus Aufg. 12.7 und die numerisch realisierte
uy € S}(T) die Gleichungen

a(un,v) = l(v) Vo SNT),  alin,v) = [(v) ::/Qlo(fv) Vo € SM(T).

a) Zeigen Sie:

i — Tl < () = 1(w)|
N = UN|gi) < sup :
veSH(T) \U\Hl(ﬂ)

b) Zeigen Sie: falls h = maxger hix (mit hx = diam K), so ist

o 10) = <>
vESH(T) ’U’Hl

< ChzZHf(] le@)

7=1
Hinweis: Nutzen Sie aus, daf fiir jedes v € S}(Q) und K € 7T gilt: v|x € P1.

13.2. (schriftlich) (Aubin-Nitsche Trick) Sei wieder a(u,v) fQ u'v'. Sei uy € S§(T) die FEM-
Approximation. Definieren Sie den Fehler e := u — uy € H}(S2). Ziel ist zu zeigen:

lellrz() < Chllellm (), (1)
d.h. der Fehler gemessen in L? ist eine h-Potenz besser als der Fehler gemessen in H'.

a) Definieren Sie ¢ als (klassische) Losung von
—" =e auf(, Yo = 0.

Dann gilt:

a(v, ) = / ev Y€ HY(Q), 1nf H¢ —vllgr ) < Chllel 2@
Q
b) Zeigen Sie die Abschitzung (1). Hinweis: Uberlegen Sie sich, daf ||e||%2(9) = a(e,v) gilt.

13.3. Betrachten Sie das Randwertproblem
—u" = f auf Q:=(0,1), u(0) = u(1) = 0.

Aus Aufg. 9.5 ist die Green’sche Funktion G fiir dieses Randwertproblem bekannt. Sei 7 ein
beliebiges Gitter auf 2 mit Knoten x;, i =0,..., N.



a) Zeigen Sie: fiir jeden inneren Knoten ; des Gitters ist die Funktion G(-,z;) € S§(7).

b) Zeigen Sie: die FEM-Approximation uy € S§(7) ist gerade der stiickweise lineare In-
terpolant der (gesuchten) exakten Losung, d.h. u(z;) = un(z;) fiir alle Knoten x; des
Gitters.

13.4. (1D inverse Abschitzung) Sei 2 C R ein Intervall und 7 ein Gitter auf Q. Mit hx, K € T,
seien die Elementdurchmesser bezeichnet und h;,;;, = minge7 hg.

a) Sei K = (—1,1) das Referenzelement. Zeigen Sie: Es gibt ein C' > 0, so da8
”w”Hl(f() < CH"‘UHLz(f() Vw € Py
b) Zeigen Sie:
ol < Ol Yo e S'D).

wm

Hinweis: Sei Fi : K — K die affine Elementabbildung. Uberlegen Sie sich, in welcher
Beziehung H@’HLZ(IA{) und |[w'||z2(x)y bzw. [[©]|2(q) und [lw||12(k) zu einander stehen,
falls W := w o F.

13.5. Sei Q = (0,1) und a(u,v) = [,u'v'. Sei Vv C H}(Q) ein endlich-dimensionaler Teilraum.
Die Abbildung Ry : H}(2) — Vi, die durch die Beziehung

a(Ryu,v) = a(u,v) Yv e Vy
heifit Ritzprojektor. Zeigen Sie:
a) Ry ist eine lineare Abbildung: Ry (u+ \v) = Ryu+ ARy fiir alle u, v € H} (), A € R
b) Ry ist ein Projektor, d.h. Ryu = u fiir alle u € Vi
c) Es existiert C' > 0, so daB || Ryul| g1 (qy < Cllull (g fiir alle u € Hg ()

d) Es existiert C' > 0, so da8} [|u — Ryul|g1(q) < Cinfuevy [[u —v|[g1(q) fiir alle u € H(Q).

13.6. Seien M, A € RV*N bheide SPD. Definieren Sie zwei Skalarprodukte (-,-)a, {-,-)m auf

RN durch (u,v)a = u'Av und (u,v)p := u' Mv. Zeigen Sie: Es existieren Eigenpaare
(vi, i) € RV\ {0} x C,i=1,..., N des verallgemeinerten EWP
AVZ' = )\ZMVZ

mit der Eigenschaft
(vi,vj)m = 0ij, (Vi, V) A = Nidij.
Insbesondere bilden die v; damit eine Basis des RY. Hinweis: EWP M~1/2AM~1/2x = \x.

13.7. Sei Q = (0,1) C R. Vorab zur Begriffsbildung: Fiir eine Funktion f : Q@ — Y (Y Hilbertraum)
und t € Q bezeichnet f(t) := limj,_oh~ 1 (f(t + h) — f(t)) die Ableitung von f (natiirlich nur
sofern der Limes in Y existiert). Falls f stetig ist und f’ fiir jedes t € Q existiert und falls die
Funktion f’: ) — Y stetig ist, schreiben wir f € C1(Q,Y).

Fiir den Hilbertraum X = L%(Q2) oder X = H}(Q) kann eine Funktion f : @ x R — R in
kanonischer Weise! als Funktionen f : R — X betrachtet werden mittels der Interpretation als

t— f(-,1).
a) fiir welche a € R ist die Funktion (x,t) — efx®(1 — ) in C*(R; L*(Q2))?

b) Ist die Funktion (x,t) — xi:t ein Element von C([0,1]; L?(2))?

Abgabe der als schriftlich gekennzeichnete Aufgaben: bei Frau Kovalj (4. Stock, griiner Turm) bis zum o.a. Termin

man verwendet das gleiche Symbol “f”, obwohl strikt genommen zwei verschiedene Funktionen vorliegen



