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Serie 8

Abgabe: bis Fr., 7.5.10, 12 Uhr bei Frau Kovalj

(schriftlich) Sei m¢ die Ordnung eines (impliziten) Adams-Moulton-Verfahrens mit k Schritten und
mp die Ordnung eines expliziten Verfahrens. Zeigen Sie, dafi das Verfahren, welches durch P(EC)™
beschrieben wird, die Konsistenzordnung min{me, mp+m} hat. Hinweis: Sie konnen wieder annehmen,
daBl f € C°°(R?) und alle von Thnen benétigten Ableitungen beschriinkt sind.

(Programmieraufgabe 8.2) Man implementiere das Priadiktor-Korrektor-Verfahren P(EC)™ fiir das
explizite Euler-Verfahren als Pradiktor und das implizite Adams-Moulton-Verfahren der Ordnung 3 als
Korrektor in Form einer MATLAB-Funktion

y = predcor(m,t,y0,yl,f)

Dabei ist t € R™ ein Zeilenvektor mit den Stiitzstellen, 1o, y1 € R? sind Spaltenvektoren mit den Start-
werten und f ist ein function handle fiir die Funktion f(¢,y). Sie diirfen annehmen, daff die Schrittlinge
konstant ist. Der Parameter m gibt die Anzahl der Korrektorschritte an. Der Ausgabewert ist eine
Matrix y € R?*" deren Spalten gerade die Approximationen zu den Zeitpunkten ¢ sind. Schreiben Sie
weiters eine MATLAB-Funktion y1 = compute_y1(hh,N,t0,y0,f), , die N Schritte des expliziten FEu-
lerverfahrens mit Schrittlinge hh und Startwerten t0 € R, y0 € R? macht. Schreiben Sie schlieBlich eine
MATLAB-Funktion compare methods(nmax), welche 6 Konvergenzgraphen (Fehler gegen Schrittweite
h=2" n=0,...,nmaz) zeigt. Es werden folgende Kombinationen betrachten: m € {1,2,3} und
hh = h sowie hh = h%. Es wird das AWP

y'—(_21 _21)1; y(O)—<i)

gelost mit Losung y(¢) = (1,1) "el. Der Fehler ist der Fehler bei T' = 1. Erkliiren Sie das Verhalten der 6
Kurven. Diskutieren Sie die Kosten fiir die beiden Anlaufrechnungen im Vergleich zu dem Gesamtkosten
des Verfahrens.

Das Adams-Moulton-Verfahren der Ordnung 3 ist gegeben durch

h
yit1 =¥+ 5 (5fix1 +8fi — fiz1)-

a) Fiir ein LMM bezeichnet S = {z € C|die NS von ¢ — p(¢) — zo(¢) erfiillen die Wurzelbedingung}
das Stabilititsgebiet. Definieren Sie die Funktion ¢ — w({) := p(¢)/o({). Zeigen Sie: S C
w(K1(0)), wobei K1(0) die abgeschlossene Einheitskugel in C ist.

b) Zeigen Sie, daf§ fiir A-stabile LMM gilt:
Rew(¢) >0 v¢eC, [¢]>1.

c) Zeigen Sie, daf} explizite LMM nicht A-stabil sein kénnen.

d) Die Adams-Moulton-Verfahren haben fiir k¥ > 2 ein beschriinktes Stabilititsgebiet. Zeigen Sie
eine (stark) vereinfachte Fassung dieses Resultates: Unter Verwendung der Tatsache, daf es ein
Ck < —1 gibt mit o(¢x) = 0, zeigen Sie, dafl es ein zg > 0 gibt, so dafi (—oo, —z¢) oder (zg,00)
nicht im Stabilitdtsgebiet liegt.

a) Eine Funktion Z € CY(R% R) heiit Invariante/erstes Integral der ODE y' = f(y), wenn fiir
jeden Startwert yo € R? gilt: ¢t — I(yo,,(t)) ist konstant. Zeigen Sie: I ist genau dann eine
Invariante/erstes Integral der ODE, wenn

VI(z) f(z)=0  VzeR< (1)

b) Sei I € C'(R?,R™) fiir ein m > 1. Geben Sie die zu (1) analoge Bedingung an die Funktion I an,
damit I eine Invariante der ODE ist.

c) Zeigen Sie: fiir ein hamiltonsches System ist der Hamiltonian H eine Invariante.



8.5. Jedes RK-Verfahren erhilt linearen Invarianten fiir ODEs der Form y' = f(y).

8.6. Sei f € CY(R%RY) und es existiere L > 0 mit ||f(y)|| + [|[Df(y)|]| < L fiir alle y € R Mit ®*(yo)
bezeichnen wir die Losung yo 4, (t) des AWPs ¢/ = f(y), y(0) = yo.

a) Zeigen Sie: fiir jedes yo € R? existiert ®*(yo) fiir alle t € R

b) Zeigen Sie: es gilt fiir alle ¢, h € R, yo € R%:

Yh,yo (t + h) = Yo,y0 (t)
Yh,yo,yo (h) ) = Yoyolt):

c) Zeigen Sie: ®1H" = d! o d" = " o &t auf R?. Schliefen Sie ! o &~ =1 auf R? fiir jedes ¢t € R.

Insbesondere ist ®° = 1.

8.7. Schwiichen Sie die Bedingungen an f aus Aufg. 8. 6 ab: Sei f € C'(G;RY) fiir eine offene Menge G' C R<.
Zeigen Sie: fiir jedes Kompaktum K C G existiert ein hg > 0 so dafB fiir alle |h| < ho gilt:

(@" 0@ "(y)=y VyeK.

Abgabe der als schriftlich gekennzeichnete Aufgaben: bei Frau Kovalj (4. Stock, griiner Turm) bis zum o.a. Termin



