Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2010

Serie 14
Abgabe: bis Fr., 18.6.10, 12 Uhr bei Frau Kovalj

14.1. (Programmieraufgabe 14.1) Schreiben Sie ein MATLAB-Programm mit der Signatur
[A,1] = FEM_1D(x, f)
welches die Steifigkeitsmatrix A und den Lastvektor 1 fiir das Problem
—u" = f aufQ, uloo =0

bestimmt. Sie kénnen annehmen, dafi der Vektor x = (xo,...,xn) geordnet ist (d.h. zp < 21 < ... <
xN); es ist Q = (xg,xn). f soll ein function handle auf eine Funktion sein. Die FEM-Diskretisierung
soll mit den klassischen stiickweise linearen Ansatzfunktionen realisiert werden. Approximieren Sie die
Integrale auf dem Referenzelement, die bei der Bestimmung des Lastvektors auftreten, mit der Mittel-
punktsregel. Verwenden Sie ein geeignetes sparse Format fiir die Matrix A. Sie diirfen voraussetzen, dafl
length(x) > 3.

Betrachten Sie Q = (0,1) und f so, dafl die exakte Losung u(x) = sin 7z ist. Schreiben Sie ein Programm,
welches fiir dquidistante Gitter der Gitterweite h, = 27", n =1,...,nmaz (z.B. nmaxz = 10) die FEM-
Losung bestimmt und dann (doppelt logarithmisch) folgende Fehler gegen die Gitterweite h plottet:

1. den maximalen Fehler in den Knoten des Gitters

2. den “Energiefehler” E — E,,. Hier ist die FEM-Energie F,, = a(uyn,uy) = u'l (siche Aufg. 3
unten; hier sind u und 1 der Lésungsvektor und der Lastvektor, die zum Gitter der Gitterweite h,,
gehoren). Die “exakte Energie” E = a(u, u) bestimmen Sie durch Extrapolation der FEM-Energien
E,,n =1,...,nmax mittels des Aitkenschen A%-Verfahrens (siehe Numerik I; nehmen Sie fiir
den letzten Wert, den Sie mit dem Aitkenschen A%-Verfahren bestimmen kénnen).

Welche Konvergenzraten beobachten Sie?

14.2. Betrachten Sie das Randwertproblem
—u" +c(x)u=f aufQ, ulon = 0. (1)
Sei ¢ > 0 und ¢ € C(Q). Eine schwache Losung u € Hg(Q) ist definiert als die Losung der Aufgabe:
Finde u € H(Q) s.d. a(u,v) =1(v) Vv € Hi(Q),
wobei a(u,v) = [ u'v" + c(x)uv.

a) Zeigen Sie: ist f € C(Q) und erfiillt eine schwache Losung die Regularititsvoraussetzung u €
C?(Q) N C(Q), so ist u eine klassische Losung.

b) Die klassische FEM fiir das RWP (1) fiihrt wieder auf ein LGS der Form Au = 1. Formulieren
Sie den Algorithmus zum Aufstellen von A und 1. Zeigen Sie, dal A SPD ist.

14.3. (Monotone Konvergenz der FEM in der Energie) Betrachten Sie a(u,v) = [, u'v" auf Hj(Q). Seien
VN C V' C HE(Q) zwei Unterriiume. Es gelte fiir u € H(Q) und uy € Vi, uns € Ve

a(u,v) =1(v) Yo e H}(Q), alun,v) =1() Yve Vy, alunr,v) =1(v) Yve Vy

a) Zeigen Sie:
alu —unr,u—uys) = |u— uN/ﬁ{l(Q) <|u-— uN|%p(Q) =a(u—un,u—un).

b) Zeigen Sie:
alu,u) —alun,un) = a(u —un,u — un).

c) Sei{p;|i=1,...,N} eine Basis von Viy und A € RV*¥ 1€ RY die Steifigkeitsmatrix bzw. der
Lastvektor. Zeigen Sie: fiir die FEM-Approximation uy € Vy gilt: a(uy,uy) =u'l



14.4. (schriftlich) (Aubin-Nitsche Trick) Sei wieder a(u,v) = [, u/v'. Seiuy € Sj(7T) die FEM-Approximation.
Definieren Sie den Fehler e := u —uy € H}(Q). Ziel ist zu zeigen:

lellL2) < Chllel|ar (@), (2)
d.h. der Fehler gemessen in L? ist eine h-Potenz besser als der Fehler gemessen in H*.

a) Definieren Sie ¢ als (klassische) Losung von
" =e aufQ, Plaa = 0.

Dann gilt:

o) = [ VoeH}@).  int 0= vl < Ol
CASE)

b) Zeigen Sie die Abschitzung (2). Hinweis: Uberlegen Sie sich, daf ||e||%2(Q) = a(e, ) gilt.

14.5. Sei @ = (0,1) und a(u,v) = [, w'v'. Sei Vy C Hg(€2) ein endlich-dimensionaler Teilraum. Die Abbil-
dung Ry : H}(Q) — Vy, die durch die Beziehung

a(Ryu,v) = a(u,v) Vv e Vy
heifit Ritzprojektor. Zeigen Sie:
a) Ry ist eine lineare Abbildung: Ry (u+ A\v) = Ryu + ARy fiir alle u, v € H}(Q), A € R
b) Ry ist ein Projektor, d.h. Ryu = u fiir alle u € Viy
c) Es existiert C' > 0, so daB || Ryul| g (o) < Cllullg (o) fiir alle u € Hy(Q)

d) Es existiert C' > 0, so da |lu — Ryul| g1 (o) < Cinfyevy [[u— v|| g fiir alle u € Hg(S2).

14.6. Sei Q C (0,L)? C R? ein beschriinktes Gebiet. Zeigen Sie:
HUHLz(Q) < 2L|U|H1(Q) Yu € CSO(Q)

Schlielen Sie:
|u|H1(Q) < Hu||H1(Q) <V1+ 4L2|U|H1(Q) Yu € CSO(Q)

Abgabe der als schriftlich gekennzeichnete Aufgaben: bei Frau Kovalj (4. Stock, griiner Turm) bis zum o.a. Termin



