Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2011
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Serie 2
Abgabe: bis Fr., 11.3.11, 12 Uhr im 4. Stock

(schriftlich) Fiir hinreichend glatte Funktionen f bezeichnet ¢ — v, 4, (t) die (eindeutige) Losung des
AWPs

v =Ff(ty),  ylto) = o (1)
Ziel der Aufgabe ist, die stetige Differenzierbarkeit der Funktion yo — ys, 4, (t) zu zeigen.

Sei G C R? ein Gebiet und f € C?(G,R). Sei J C R ein offenes Intervall mit ¢ty € J und yz, 4, € C*(J,R)
die Losung des AWP (1). Definieren Sie die Funktion R als Losung des linearen AWPs

R(t) = 0, (b e () RO, Rlto) = 1. @)
Zeigen Sie mit Satz 1.5 der Vorlesung, daB fiir Ap(t) = + (Yre,yo+h(t) — Yto,yo (1)) gilt:

lim Ay (t) = R(t), te
h—0

SchlieBen Sie, daB R(t) = zo=yzg 4o (t)-

Hinweis: Setzen Sie §(t) := Ay (t) — R(¢) und versuchen Sie, fiir ¢ eine Differentialgleichung der Form
0'(t) = Oy f (T, Yty (£))0(t) + 2(t, h) zu finden. Kontrollieren Sie z mittels Satz 1.5 der VO.

Betrachten Sie das autonome Anfangswertprobleme

Y = f(t,y) = Ay +g(y), y(0) = vo, (3)

wobei A € R™ ™ eine reell diagonalisierbare Matrix ist, deren Eigenwerte A;, i = 1,...,n die Bedingung
Ai < —p<0,i=1,...,n erfilllen. Die Funktion g € C'(R",R") erfiillt fiir ein C, > 0 die Abschéitzung
lgW)ll2 < Cyllyll3 fir alle y € R™.

a) Zeigen Sie: Es existiert ein € > 0 so daf fiir alle yg € R™ mit ||yo|l2 < € jede auf ganz R definierte
Losung y € C1(R,R™) von (3) die asymptotische Beziehung lim;_,« ||y(t)||2 = 0 erfiillt. Hinweis:
Sehen Sie sich noch einmal den Beweis von Serie 1, Aufg. 2 an.

b) In Teilaufg. a) wurden nur Losungen betrachtet, die auf ganz R existieren. Zeigen Sie: Fiir hinrei-
chend kleine e > 0 folgt (z.B. mit Hilfe Aussage iiber die Mindestlinge des Existenzintervalls des
Satzes von Picard-Lindelsf), daB fiir jedes (offene) Intervall J = (a,b) C R mit a < 0 gilt: Jede
Losung y € C1(J,R™) von (3) 148t sich zu einer Losung von (3) auf (a,00) (eindeutig) fortsetzen.

c) Gilt die Aussage aus Teilaufg. b), daf§ sich Losungen “bis co” fortsetzen lassen, auch fiir “grofie”
€ oder mufl mit “blow up” gerechnet werden?

Zeigen Sie das diskrete Gronwall-Lemma: Seien (e;)N, (1), (6;)Y, drei Folgen mit nicht-negativen
Elementen, die
€i+1§(1+6i)€i+ni’ i=0,...,N—1

erfiilllen. Dann ist

lei] < | eo+ Z 7; Xi=0 % i=0,1,...,N. (Konvention: leere Summe = 0)

Zur numerischen Losung des Anfangswertproblems
y' = fty)infa,b],  yla)=uyo
wird ein explizites Einschrittverfahren verwendet geméafl der Rekursion

Yoi1 = Yo + o P(ty, yu, hy) fiir v=0,1,2,..N — 1.



Weiters sei g, eine Folge, die dadurch entsteht, dafl in jedem Schritt eine Stérung gemacht wird (z.B.
durch Rundungsfehler):

Z]u+1 = gv + huq)(tlngm hu) +éeu.

Nehmen Sie an, dafi die Storungen ¢, die Abschitzung |e,| < e fiir alle v erfiillen. Zeigen Sie: Ist die
Inkrementfunktion ®(¢,y,h) Lipschitz-stetig in y mit Lipschitzkonstante L > 0, so gilt

lyy — 90| < (Jyo — Go| + ve) exp(L|t, — tol), v=20,...,N.

2.5. (Programmieraufgabe 2.5)
Das implizite Eulerverfahren ist durch y, = y,—1 + hf(t,,y,) definiert. Schreiben Sie eine MATLAB-
Funktion

[t,y] = ieuler(a,b,N,y0,M,g)

die das implizite Eulerverfahren realisiert fiir die Differentialgleichung

Yy =M(t)y+g(t),  yla)=y0

auf dem Intervall [a, b]. Hier kann y : [a,b] — R™ vektorwertig sein und M eine matrixwertige Funktion.
N € N ist die Anzahl Schritte (d.h. h = (b — a)/N). Neben den Daten a, b, N und y, sollen auch die
Function-Handles der Funktionen M=M(t) und g=g(t) iibergeben werden. Die iibergebenen Funktionen
konnen dann beispielsweise mit feval (M,t) aus der Funktion ieuler heraus aufgerufen werden. Als
Riickgabeparameter liefere die Funktion ieuler den Siitzstellenvektor + € RN¥*! und die Matrix der
dazugehorigen Funktionswerte y € R?* (V1 d h. die v+ 1-te Spalte von y entspricht der Approximation
y, an der Stelle ¢,,. Vergleichen Sie die Fehler |y(1)—yn(1)] fiir explizites und implizites Eulerverfahren im
(doppelt logarithmischen) Plot iiber N = 2% i =1,...,10. Als Beispiel nehmen Sie das Modellproblem

y' = Ay auf [0, 1], y(0)=1

mit exakter Losung y(t) = exp (At) fiir verschiedene konstante Werte von A € {£1,+10}. Was beobach-
ten Sie?

ébgabe der als schriftlich gekennzeichnete Aufgaben: bei Frau Kovalj (4. Stock, griiner Turm) bis zum o.a. Termin
Ubungsblédtter zum downloaden: http://www.math.tuwien.ac.at/ melenk/teach/num_DGL_SS11



