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11.1. (“composition method”) Sei ®" : R? — R? die kontinuierliche Evolution und bezeichne ¥" eine

diskrete Evolution (die wir der Einfachheit halber auch als Abbildung R? — R auffassen) mit Konsi-
stenzordnung p. Nehmen Sie an, daB es eine C'-Funktion C : R — R? gibt mit

U (y) — " (y) = Cyh* T+ O(h**?),  |h| = 0.
Seien 71, v2 € R mit den Eigenschaften

Y1+ 72
1 1
W+ =0

Definieren Sie ein neues Verfahren ¥ durch
Ul (y) == 0l o g2t

Zeigen Sie: das Verfahren hat (mindestens) die Ordnung p+1, d.h. zeigen Sie: W’ (y) —®" (y) = O(h?*2).

11.2. Eine Matrix A € R??*24 heifit symplektisch, falls AT JA = J. Zeigen Sie: die Menge der symplektischen
Matrizen bildet eine Gruppe bzgl. der Matrixmultiplikation.

11.3. Zeigen Sie: die Verkettung zweier symplektischer Abbildungen ist wieder symplektisch.

11.4. Zeigen Sie, daf} die beiden symplektischen Eulerverfahren

Pit1 = Di—hVeHDit1,4) (1a)

i1 = @ +hVH(pis1,q) (1b)
sowie

Pi+1 = Di—hVeH(pi,qit1) (2a)

Git1 = ¢ +hV,H(pi, qiv1) (2b)

symplektisch und von 1. Ordnung sind. Zeigen Sie weiters: Varianten (2) ist die adjungierte Methode
von (1).

11.5. Das Stormer-Verlet-Verfahren ergibt sich durch Verkettung der beiden in Aufg. 11.4 vorgestellten
symplektischen Eulerverfahren (genauer: es wird zuerst ein Schritt der Léange h/2 der Variante (1) und
dann ein Schritt der Liange h/2 der Variante (2) gemacht). Zeigen Sie: Das Stormer-Verlet-Verfahren ist
symplektisch, symmetrisch und von der Ordnung 2.

11.6. (schriftlich) Es soll gezeigt werden, dafi GauBverfahren auf volumenerhaltende diskrete Evolutionen
fithren konnen. Wir betrachten hier nur den 2-dimensionalen Fall.

Sei f € C°(R?%R?), und es gelte: ||f(y)|| + || Dy f(y)|| < L fiir alle y € R?. Damit existiert ®'(y) fiir
alle t € R und alle y € R2.

a) Zeigen Sie fiir den Fall n = 2 folgendes Resultat (welches tatséichlich fiir jedes n € N gilt): Fiir
beliebige Matrizen A, B € R™*" gilt

1 S
lim = (det(A +eBA) —det A) =det Atr B, tr B := ; Bii.



a) Sei die matrixwertige Funktion W = W (t,y) Losung die Losung des AWP
W' = Df(®'(y))W, W(0) =1¢e R?*2,
Zeigen Sie:
(det W)" = det W (V - f)(2 (),
wobei fiir f(y) = (f1(y), f2(y)) " gesetzt wird: V- f(y) = 91 f1(y) + 02f2(¥)-

b) Sei f zusitzlich divergenzfrei, d.h. V- f(y) = 0 fiir alle y € R2. Dann ist det W (t,y) =
det(D®!(y)) eine Invariante der Evolution ®'. Zeigen Sie: wenn man ein Gaufiverfahren
auf das System

/

y = fy), y0)=yo
W= Dyf(y)W.  W(0)=1eR2
anwendet, dann ist die Determinante der W-Komponente eine Invariante der diskreten

Evolution (d.h.: schreibt man fiir das Ergebnis eines Schrittes des Gaufiverfahrens (y1, W1),
so ist det Wy = det Wp).

Bemerkung: Fiir f mit V- f = 0 folgt aus Obigem, da8 die Evolution ®* volumenerhaltend ist, d.h. fiir

hinreichend kleine A gilt
/ ldz = / 1dx. (3)
Q Bt(Q)

Wie wir in der Vorlesung sehen werden (Lemma 6.41) folgt aus den obigen Uberlegungen auch, daf die
diskrete Evolution ¥" volumenerhalten ist, d.h.

/1dm=/ ldz.
Q wh(g)

Insbesondere mufl man also gar nicht das Gaufiverfahren auf das gekoppelte System fiir y und W ver-
wenden, sondern es reicht, dafi Gauflverfahren fiir y zu verwenden.



