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Wegen der Struktur des nichtlinearen Problems (11.91) liegt eine Fixpunkt-
Iteration u*! = @(u”), mit #(u) = y/1 + hBF(t;,u), auf der Hand. Diese
Methode wird aber in der Praxis nicht eingesetzt. Der Grund dafiir ist fol-
gender. In Abschnitt 11.9 werden wir sehen, dafl implizite Verfahren bei Pro-
blemen verwendet werden, wobei typischerweise die Lipschitz-Konstante der
Funktion f (bzgl. der Variable y) sehr grof} ist. Daraus folgt, wegen

[@(u) — 2(v)|| < hBIII|F(t;, ) = F(t5, V)],

dal man nur fiir extrem kleine h-Werte Konvergenz der Fixpunkt-Iteration
erwarten darf.

In der Praxis werden zur Losung des Problems (11.91) Newton-Techniken
eingesetzt. Die Jacobi-Matrix zu (11.91) hat die Form

m

J(u) = (5717,‘ — hﬂni%f(tj + Odih, ’Uq)>

rai=1

Ersetzt man a%f(tj + a;h,u;) durch a%f(tj, y?) erhilt man ein vereinfachtes
Newton-Verfahren, bei dem eine LR-Zerlegung der Jacobi-Matrix nur einmal
pro Zeitschritt berechnet werden mufl. Detaillierte Untersuchungen dieser und
anderer 6konomischerer Varianten findet man in [HW].
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In der Praxis wird es darum gehen, eine gewiinschte Genauigkeit mit maglichst
wenigen Integrationsschritten zu realisieren. Man kann dies erreichen, indem
man den lokalen Abbruchfehler im Laufe der Rechnung kontrolliert und die
Schrittweite h dementsprechend anpaft, also adaptiv verdndert. Ein wesent-
licher Vorteil der Einschrittverfahren (im Vergleich zu den in Abschnitt 11.8
behandelten Mehrschrittverfahren) liegt in der strukturbedingt leichten Im-
plementierung effektiver Schrittweitensteuerung. Das Vorgehen 148t sich fol-
gendermaflen skizzieren:

e Fiir ein gegebenes Integrationsintervall [to, 7] und y,(T) = y™ sei eine
Gesamtfehlertoleranz fiir ||y(71") — y5,(T)|| vorgegeben, die wir als (1" —tg)e
schreiben:

19(T) = yn(T)|| < (T —to)e . (11.92)

Aufgrund der Abschitzung (11.48) benutzt man als Ansatz fiir die Schritt-
weitensteuerung die Annahme, dal die Summe aller lokalen Abbruchfeh-
ler [|0;.5] (gemdB (11.38)-(11.39)), 5 = 0,1,...,n — 1, eine brauchbare
Schétzung fiir den bis ¢,, = T" akkumulierten globalen Fehler ist:

n—1
1y(T) = ya(D) < D115l
7=0
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wobel wir die von T — ¢y abhéngige zusétzliche Konstante in (11.48) der
Einfachheit halber unterdriicken. Die Wahl der Schrittweiten ist offenbar
genau dann giinstig, wenn in jedem Schritt etwa der gleiche Konsistenzfeh-
lerbeitrag entsteht. Falls dann entsprechend fiir den lokalen Abbruchfehler
im Intervall [t;,%;41]

165l < (i1 —t5)e (11.93)

gilt, erh&lt man
n—1 ~ n—1
> 1650l < " (ti41 — ti)e = (T —to)e,
§j=0 §=0

also die Schranke (11.92). Deshalb wird oft folgendes Kriterium zur Steue-
rung der Schrittweite benutzt:

Ist h = tj11 — t; die momentane Schrittweite, so darf der lokale
Fehler [[d; ]| im Schritt j — j + 1 hochstens he sein. Andererseits
sollte diese Spannweite moglichst ausgeschopft werden.

Entscheidend ist daher eine verldfliche Schitzung des lokalen Abbruchfeh-
lers in jedem Schritt. In der obigen Strategie wird der lokale Abbruchfehler
6.1 aus (11.39) und nicht die GréBe 4, aus (11.37) verwendet, weil .,
viel einfacher zu schétzen ist. Zur Annéherung von Sjyh kann man zum
Beispiel folgende Strategien verwenden:
(i) Ausgehend von t; und y; berechne
— einen Schritt mit der Schrittweite h. Das Resultat wird mit y/+!
bezeichnet.
— zwei Schritte mit der Schrittweite % Das Resultat wird mit 771
bezeichnet.
Falls die benutzte Integrationsmethode die Konsistenzordnung p hat,
also der lokale Abbruchfehler §(¢;+1) — 97T (§(tj+1) :== y(tj+15t5,97))
in (11.39) proportional zu kP! ist, so ergibt sich

Gtj1) — v/t = e(t;)hP

) h p+1
J(tjp) — 97 = 2c(ty) <§> '

Damit erhélt man (wie in einem Extrapolationsschritt)
) ) h p+1
Py = -2 <) (5) (- 1),

also den Schéatzer

1 oivn _

Jltjpr) — 9 = ﬁ(y y' )

fiir den lokalen Abbruchfehler Sj’h.
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(ii) Eingebettete RK-Verfahren liefern zwei Ergebnisse, deren Differenz als
Schétzer dienen kann (vgl. (11.78)).

Beispiel 11.38. Wir betrachten die Van der Pol-Gleichung
y'(t) =81 —y()*)y'(t) —y(t),  t€0,30],

y(0)=2,  y(0)=0.
Dieses Anfangswertproblem 2. Ordnung l&8t sich als System

Yy (t) _ Yya(?)
Y5 (t) 8(1 —y1(t)?) ya(t) — i (t)

erster Ordnung mit dem Anfangswert

() = (¢)

formulieren. Das Problem wird mit einem RKF45-Verfahren gelost, wobei eine
adaptive Schrittweitensteuerung wie in (ii) verwendet wird. Die berechneten
Niherungen y’ ~ y(t;) sind in Abbildung 11.6 dargestellt. In Abbildung 11.7

werden die Schrittweiten h = h; = t;11 — t; gezeigt. A
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Abb. 11.6. Numerische Losung der Van der Pol-Gleichung

Das Flufidiagramm in Abb. 11.8 zeigt eine typische Strategie zur Schrittwei-
tensteuerung bei ESV. Dabei wird bei der Anderung der Zeitschrittweite ein
Kriterium benutzt, das folgenden Hintergrund hat. Sei h = h; die aktuelle
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Abb. 11.7. Schrittweiten h = h; =t;11 — t;

Zeitschrittweite zum Zeitpunkt ¢;, fiir die man eine Schétzung s(h) des loka-
len Abbruchfehlers berechnet hat. Fiir eine Methode mit Konsistenzordnung p
gilt §; 5 ~ s(h) ~ ch?*! (mit ¢ unabhingig von h). Sei q(h) := sgi), wobei €
die vorgegebene Toleranz wie in (11.92) ist. Falls ¢(h) < 1, wird der Zeitschritt
mit Schrittweite h akzeptiert; man geht zum Zeitpunkt ;.1 = t; + h iiber
und wihlt eine neue Zeitschrittweite hpey. Im Fall g(h) > 1 soll eine kleinere
Zeitschrittweite hye, gewédhlt werden und hiermit der Zeitschritt ab ¢; neu

berechnet werden. In beiden Féllen wihlt man die Zeitschrittweite hyey SO,

daf

p+1
Chneu ~ 1
€hneu

gilt. Wegen

chbil  chPt! (hneu)p - s(h) <hneu>p _ q(h)<hneu>p

ehnew  €h h eh h h

ergibt sich hpey ~ q(h)_%h. In der Praxis fiigt man noch Sicherheitsfaktoren
Qmax € [1.5,2], amin € [0.2,0.5] und g € [0.9,0.95] hinzu, die zu grofie Schritt-
weitendnderungen bzw. Fehler, die knapp iiber der Toleranz liegen, vermeiden:
q(h) <1 —  hnew = Fmin { omax, q(h)”7 } b,
q(h) >1 — hpeuw = ﬁmax{amin, q(h)_% }h.
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Setze tg, y°, € > 0,
fixiere hmin; hmaX7 Qminy Omax; /67

wiahle h
i

J =0

I« hneu >
Y

tit1 < tj+h
berechne 371, s(h)

}

q(h) — 52

a «— max{ amin, q(h)" 7 }
a — min{ Omax, @ }

hnen < max{ hpyin, Sah }
hneu < min{ Amax, Aneu }

}

q(h) <1 oder h = hyin?

nein
ja
j—7+1
ja l
Ende < ty =17
nein

h «— min{ hpew, T —t; }

Abb. 11.8. Schrittweitensteuerung bei ESV der Ordnung p

11.8 Mehrschrittverfahren

11.8.1 Allgemeine lineare Mehrschrittverfahren

Eine einfache Alternative, hohere Konsistenzordnung bei relativ wenigen
Funktionsauswertungen zu realisieren, bieten Mehrschrittverfahren. Hierbei
greift man in jedem Schritt nicht nur auf eine, sondern auf mehrere vorher
berechnete Niherungen zuriick. Dabei erweist sich die Anderung der Schritt-
weite als schwieriger. Wir beschrinken uns daher auf den Fall h = T%t,
n € N.



