4.Ubung MaB- und Wahrscheinlichkeitstheorie 1 SS2012
1. p und v seien Mafle auf dem Ring R. Zeigen Sie

(8) (u+v)" = i + 07,

(b) Mty N S My e

2. Welche der folgenden Funktionen sind duflere Mafle?

(a) N*(A):{O ﬁirA:@,

1 sonst.

« . 0 fiir |A| <= Ny,
(b) p(4) = {oo fir [A] > N

(C) N*(A) _ {0 fiir |A‘ < 00,

1 sonst.
[A]
(d) N*(A) _ { AT falls |A| < 00,
1 sonst.
3. Zeigen Sie, dass
0 fiir x <0,
. <
Fz) = r+1 fir0<z<l,

222 firl1 <z <2,
9 fiir x > 2,

eine Verteilungsfunktion ist und bestimmen Sie das zugehorige Maf} der
folgenden Mengen: {1,2}, [1,2], (1,2), Q, (—o0,1.5), R.

4. € sei ein beliebiges Mengensystem mit () € €, f : € — [0, 00| eine beliebige
Funktion mit f(@) = 0.

Zeigen Sie, dass

pr(A) =inf{>  f(Bn):Bne€,AC | ] Bn}

neN neN
eine dulere Mafifunktion ist.

5. (pf,i € I) sei eine Familie von dufleren Maflen. Zeigen Sie, dass

* . *
p* = sup p;
iel

ebenfalls ein dufleres Maf ist.

6. Die Cantormenge ist

C= {Z ap3™ " a, € {0,2}}.
n=1



Man kann Sie auch erhalten, indem aus dem Intervall [0, 1] das mittlere
Drittel enfernt wird und dann jeweils aus den verbleibenden Teilintervallen
wieder, formal:

C(0 = [07 1]a
27L
Cn == U [ani7 bnz}v
i=1
mit
Up41,2i—1 = Ang,
zani + bni
bpy1,2i—1 = —3
An+1,2¢0 = f
und

bpt1,2i = bni-
Zeigen Sie, dass C' iiberabzéhlbar ist und A(C) = 0 gilt.

. Fir A C R setzen wir
d(A) = Sup{|:v - y| 1T,y € A}a

und

i (A) = gl_%mf{%Bn :d(B) <€, AC LEJNB,L}.

le ist ein duBeres MaBl (Bsp. 4,5), das zugehorige Mafl heifit das a-
dimensionale Hausdorffmaf}. Zeigen Sie, dass fiir die Cantormenge und
o = log(2)/log(3)

1/2 < i (C) <1

gilt.

(Die obere Abschitzung sollte klar sein, fiir die andere Seite kann man
zuerst mit dem bekannten Kompaktheitsargument aus der abzéhlbaren
Uberdeckung eine endliche machen und dann iiberlegen, wie viele Teilin-

tervalle von C,, durch Mengen mit Durchmesser zwischen 37"~ und 37"
iiberdeckt werden konnen)



