
1. Übung aus Maß- und Wahrscheinlichkeitstheorie
SS 2013

1. Man zeige:

n⋃
k=1

Ak =
( n⋂
k=1

Ak

)
∪

n−1⋃
k=1

(
Ak4Ak+1

)

2. Man beweise: Sei (An) eine Mengenfolge, dann gilt:

a) lim sup1An = 1lim supAn

b) lim inf 1An = 1lim inf An

c) An ↗ A0 ⇔ 1An ↗ 1A0

d) An ↘ A0 ⇔ 1An ↘ 1A0

e) limAn = A0 ⇔ lim1An = 1A0

3. Für beliebige Mengen A1, . . . , An definiere man Uk :=
⋃

1≤i1<···<ik≤n

k⋂
j=1

Aij ,

Dk :=
⋂

1≤i1<···<ik≤n

k⋃
j=1

Aij . Man beweise: Uk = Dn+1−k 1 ≤ k ≤ n .

4. Man beweise:

1A14...4An ≡
n∑

i=1

1Ai mod 2 (1)

Somit besteht A14 . . .4An aus allen Elementen ω ∈ Ω, die einer
ungeraden Anzahl der Mengen A1, . . . , An angehören. Zeigen Sie dies
auch direkt (ohne Formel (1)) mit Hilfe von vollständiger Induktion.

5. Ω1, . . . ,Ωn seien nichtleere Mengen, Ai ⊆ Ωi (i = 1, . . . , n) Teilmen-
gen, Ω :=

∏n
i=1 Ωi := Ω1 × · · · × Ωn, A :=

∏n
i=1Ai.

Dann gilt:

Ac := Ω \A =

n⋃
i=1

(A1 × · · · ×Ai−1 ×Ac
i × Ωi+1 × · · · × Ωn)

(Wesentlich ist die Darstellung von Ac als Vereinigung disjunkter Men-
gen! Bei Ac

i bezieht sich die Komplementbildung natürlich auf Ωi. Ver-
anschaulichen Sie sich die Gleichung anhand von Beispielen in der Ebe-
ne bzw. im dreidimensionalen Raum!)

6. Bestimmen Sie lim inf An und lim supAn für folgende Mengenfolgen:
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a) An :=

{
[0, 1], n gerade

[1, 2], n ungerade;

b) A2k−1 := [−2 + 1
k , 1−

1
k ], A2k := [− 1

k , 1 + 1
k ] ∀ k ∈ N;

c) An :=

{
(0, 1− 1

n ], n gerade

( 1
n , 1), n ungerade.

Sind die Folgen monoton? Sind sie konvergent?

7. Es sei Ω = R2, und An bezeichne die offene Kreisscheibe mit Mittel-

punkt
(
(−1)n

n , 0
)

und Radius 1. Bestimmen Sie lim inf An und lim supAn.

2


